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В. М. Бондаренко, Я. В. Зацiха
Iнститут математики НАН України

Анотацiя. Вказано визначальнi спiввiдношення для мiнiмальних систем твiрних
напiвгруп третього порядку.
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V. Bondarenko, Ya. Zaciha

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine

Abstract. We indicate defining relations for minimal systems of generators of semi-

groups of third order.

Оскiльки повна класифiкацiя тих чи iнших алгебраїчних об’єктiв, як правило,
неможлива, то актуальною стає задача про вивчення об’єктiв малих порядкiв (чи
розмiрностей). Зокрема, багато робiт присвячено групам малих порядкiв (див., напр.,
[1]). Зрозумiло, що напiвгруп порядку n набагато бiльше, нiж груп. Якщо число таких
напiвгруп (з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi) позначити через Pn, то вiдомо
(з використанням комп’ютерних програм), що P1 = 1, P2 = 4, P3 = 18, P4 = 126,
P5 = 1160, P6 = 15973, P7 = 836021, P8 = 1843120128, P9 = 52989400714478.

Ця стаття є першою iз низки статей, в яких автори вивчатимуть напiвгрупи малих
порядкiв та їх матричнi зображення. Ми описуємо визначальнi спiввiдношення для
мiнiмальних систем твiрних напiвгруп третього порядку.

Нехай S = {〈1〉, 〈2〉, . . . , 〈n〉} — скiнченна напiвгрупа, яка задана таблицею Келi
T . Ми хочемо знайти її мiнiмальну систему твiрних та повну систему вiдповiдних
визначальних спiввiдношень. На першому кроцi вибираємо деякий елемент 〈s〉 та-
кий, що є (згiдно таблицi) добутком деяких вiдмiнних вiд нього елементiв 〈i〉 та 〈j〉
(тобто 〈s〉 6= 〈i〉, 〈j〉, причому 〈i〉 та 〈j〉 можуть бути рiвними); пiсля цього в усiй
таблицi Келi (в тому числi в заголовному рядку i заголовному стовпцi) замiсть 〈s〉
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пiдставляємо 〈i〉〈j〉. Тодi заголовний рядок та заголовний стовпець нової таблицi T1

буде складатися iз елементiв множини S1 = S \ {〈s〉} ∪ {〈i〉〈j〉}; елементи основної
частини таблицi T1 також належать цiй множинi (але, як i для таблицi Келi, не
обов’язково кожний елемент iз S1 зустрiчається в основнiй частинi таблицi).

На другому кроцi серед елементiв множини S(1) = S \ {〈s〉} вибираємо деякий
елемент 〈s(1)〉 такий, що є добутком деяких елементiв i(1) та j(1), де i(1) = 〈i1〉,
j(1) = 〈j1〉, або i(1) = 〈i1〉〈i2〉, j(1) = 〈j1〉, або i(1) = 〈i1〉, j(1) = 〈j1〉〈j2〉, або i(1) = 〈i1〉〈i2〉,
j(1) = 〈j1〉〈j2〉, де 〈s1〉 6= 〈i1〉, 〈i2〉, 〈j1〉〈j2〉; пiсля цього в усiй таблицi T1 (в тому числi
в заголовному рядку i заголовному стовпцi) замiсть 〈s1〉 пiдставляємо i(1)j(1) (отри-
муючи таблицю T2).

На наступному кроцi вибираємо уже елемент s(2) множини S(2) = S \{〈s〉, 〈s(1)〉} i
т. д. По завершеннi цього процесу, скажiмо пiсля t крокiв (t ≥ 0), ми маємо систему
твiрних S(t) напiвгрупи S (при цьому S(0) = S) та систему вiдповiдних визначальних
спiввiдношень у виглядi таблицi T (t) (яку треба брати повнiстю). Ця система твiрних
буде мiнiмальною.

Зауважимо, що вказаний процес неоднозначний i тому таким чином можна отри-
мувати рiзнi заключнi системи твiрних. Якщо розглядається досить широкий клас
напiвгруп, то можна формалiзувати процес вибору елементiв на кожному кроцi (вка-
завши деяке правило), але це має сенс лише тодi, коли порядок елементiв в заголов-
них рядках (а значить i стовпцях) всiх напiвгруп також визначається по деякому
правилу (таке правило, зокрема, iснує, якщо список напiвгруп у виглядi таблиць
Келi визнається за допомогою комп’ютерних програм).

Ми не будемо бiльш детально говорити про загальний випадок, а розглянемо
вказаний процес знаходження мiнiмальної системи твiрних та вiдповiдної системи
визначальних спiввiдношень для напiвгруп третього порядку. Зауважимо, що при
виборi s, i, j (маючи на увазi вказану вище неоднозначнiсть) ми користуємося “прин-
ципом максимуму”, а саме на першому кроцi: спочатку для s, при рiвних s — для
i + j, при рiвних i + j — для max(i, j), а при рiвних max(i, j) — для j; аналогiчно
на другому кроцi, але замiсть “бiльший” по вiдношенню до i (вiдповiдно j) треба
взяти “той, що стоїть нижче” (вiдповiдно “той, що стоїть правiше” ), маючи на увазi
заголовний стовпець (вiдповiдно заголовний рядок).

Отже, переходимо до 18-и напiвгруп третього порядку, таблицi Келi яких вказанi
в роботi [2] (напiвгрупи розглядаються з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi).
Застосуємо вказаний вище алгоритм. В кожному iз випадкiв (як ми побачимо) кiль-
кiсть крокiв дорiвнює t ∈ {0, 1, 2}. Рiвнiсть мiж стрiлками (при переходi вiд однiєї
таблицi до iншої) вказує на замiну в таблицi.
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1)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

⇒ (〈0〉 = 〈2〉2)⇒

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈1〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

2)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉

⇒ (〈1〉 = 〈2〉2)⇒

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

⇒

⇒ (〈0〉 = 〈2〉2 · 〈2〉 = 〈2〉3)⇒

〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉2 〈2〉

〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3

〈2〉2 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3

〈2〉 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉2

3)

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

⇒ (〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉)⇒

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉

4)

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

⇒ (〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉)⇒

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

5)

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

⇒ (〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉)⇒

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉
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6)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

⇒ (〈0〉 = 〈1〉2)⇒

〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉 〈2〉

〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2

〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉
〈2〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉 〈2〉

7)

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

⇒ (〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉)⇒

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉

8)

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

⇒ (〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉)⇒

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

9)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

⇒ (〈1〉 = 〈2〉2)⇒

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈2〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

10)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

11)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉



66 В. М. Бондаренко, Я. В. Зацiха

12)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈1〉

⇒ (〈1〉 = 〈2〉2)⇒

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉
〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

13)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

14)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉
〈1〉 〈1〉 〈1〉 〈1〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

15)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉
〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉

⇒ (〈0〉 = 〈2〉2)⇒

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉
〈1〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

16)
〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉
〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉

⇒ (〈0〉 = 〈2〉2)⇒

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉
〈1〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉
〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

17)

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉
〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈1〉 〈0〉 〈0〉

⇒ (〈1〉 = 〈0〉 · 〈2〉)⇒

〈0〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉
〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 〈0〉
〈2〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 〈0〉

⇒
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⇒ (〈0〉 = 〈2〉2)⇒

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉3 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉3 〈2〉3

〈2〉3 〈2〉3 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈2〉 〈2〉3 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

18)

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉
〈1〉 〈1〉 〈2〉 〈0〉
〈2〉 〈2〉 〈0〉 〈1〉

⇒ (〈2〉 = 〈1〉2)⇒

〈0〉 〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2

〈1〉 〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈0〉
〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈0〉 〈1〉

⇒

⇒ (〈0〉 = 〈1〉 · 〈1〉2 = 〈1〉3)⇒

〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉 〈1〉2

〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉 〈1〉2

〈1〉 〈1〉 〈1〉2 〈1〉3〈1〉3〈1〉3

〈1〉2 〈1〉2 〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉
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