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Геометрiя дiйсних чисел у їх кодуваннях засобами

нескiнченного алфавiту як основа топологiчних,
метричних, фрактальних i ймовiрнiсних теорiй

М. В. Працьовитий
НПУ iменi М. П. Драгоманова

Анотацiя. Вводиться нескiнченно-символьне кодування (2∞-зображення) дiйсних
чисел x ∈ (0; 1] з алфавiтом {1, 2, . . . , n, . . .} i основою 2:

x =

∞∑
k=1

1

2a1+a2+...+ak
≡ ∆2∞

a1a2...ak...
, де (ak) — послiдовнiсть натуральних чисел,

яке має нульову надлишковiсть (кожне число має єдине зображення). Вказується
його зв’язок з класичним двiйковим зображенням, доводиться критерiй рацiональ-
ностi числа, описується його геометрiя, закладаються основи метричної, фракталь-
ної та ймовiрнiсної теорiй. Дане зображення використовується для моделювання та
дослiдження рiзних математичних об’єктiв зi складною локальною структурою i
фрактальними властивостями.
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foundations of topological, metric, fractal and probabilistic
theories
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Abstract. The infinite-symbol encoding (2∞-expansion) for real numbers x ∈ (0; 1]

with alphabet {1, 2, . . . , n, . . .} and base 2 is introduced:

x =

∞∑
k=1

1

2a1+a2+...+ak
≡ ∆2∞

a1a2...ak...
, where (ak) is a sequence of positive integers.

It has a zero redundancy (any number has a unique expansion). The relation to clas-

sic binary expansion is proposed, the criterion of rationality of number is proved, its

geometry is described, the foundations of metric, fractal and probabilistic theories are

laid. We use this expansion to modeling and study of various mathematical objects with

complicated local structure and fractal properties.
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Вступ

Побудувати цiлiсну теорiю дiйсних чисел можна на рiзних основах, з суттєвим
використанням та без використання теорiї рацiональних чисел. Побудувати мно-
жину додатних дiйсних чисел можна стартуючи з множини натуральних або цi-
лих невiд’ємних чисел. Класичними у цьому вiдношення є моделi дiйсного чис-
ла як елементарного ланцюгового дробу [31] або збiжного ряду (знакододатного
або знакозмiнного), членами якого є числа, оберненi до натуральних. Такими є
ряди Енгеля [16, 26], Сильвестера [27, 28], Люрота [9, 12, 18], Серпiнського-
Пiрса [1, 2, 7, 11, 13], Остроградського [24, 25] тощо.

Топологiчна, метрична, фрактальна та ймовiрнiсна теорiї дiйсних чисел, у тiй чи
iншiй системi зображення, займаються вивченням, вiдповiдно, топологiчних, метрич-
них, фрактальних та ймовiрнiсних властивостей множин дiйсних чисел, визначених
умовами на їх зображення. Основою для них є геометрiя зображення.

У традицiйному розумiннi геометрiя чисел (геометрична теорiя чисел) — це га-
лузь теорiї чисел, яка вивчає теоретико-числовi проблеми з застосуванням геомет-
ричних засобiв (понять, прийомiв та методiв). Вона стала самостiйною (автономною)
областю математики на початку XX столiття в першу чергу завдяки роботам Г. Мiн-
ковського [6] i Г. Вороного.

У математицi та її застосуваннях сьогоднi використовуються рiзнi представлення
та зображення (кодування) дiйсних чисел, якi використовують скiнченний та нескi-
ченний, сталий та змiнний алфавiти, тобто дiйсне число має рiзнi форми iснуван-
ня. Однiєю з найпростiших є представлення та зображення чисел у s-ковiй системi
(двiйковiй, трiйковiй, десятковiй та iн.). Кодування чисел засобами нескiнченного
алфавiту має свої принциповi вiдмiнностi. Один з класичних способiв, як уже зазна-
чалося, дає представлення чисел елементарними ланцюговими дробами.

Кодуванням дiйсних чисел вiдрiзка [0; 1] засобами алфавiту A називається вiд-
повiднiсть мiж множинами [0; 1] i L = A × A × A × . . ., при якiй кожному числу
x ∈ [0; 1] вiдповiдає принаймнi один елемент множини L i при цьому кожний елемент
множини L є образом принаймнi єдиного числа вiдрiзка [0; 1]. Сама послiдовнiсть
(αn) = (α1, α2, . . . , αn, . . .) ∈ L, яка вiдповiдає числу x, називається його зображен-
ням (або кодом), а αn — n-ою цифрою (або символом) цього зображення.

Кажуть [29], що система кодування має нульову надлишковiсть, якщо кожне чис-
ло має не бiльше двох зображень, причому переважна бiльшiсть чисел має єдине
зображення.

Пiд геометрiєю зображення дiйсного числа ми розумiємо геометричний змiст
цифр, який iндукує тополого-метричнi та фрактальнi властивостi множин чисел,
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визначених умовами на використання цифр (наприклад, заборонами), а також мет-
ричнi спiввiдношення, ним породжене. Це вiдносно нова галузь дослiджень, яка
продиктована в першу чергу потребами, задачами та проблемами теорiї фракталiв
(фрактальної геометрiї та фрактального аналiзу, метричнi вiдношення), усвiдомле-
ною необхiднiстю дослiдження математичних об’єктiв зi складною локальною струк-
турою i багатими множинами особливостей.

У данiй роботi ми розглядаємо одну з найпростiших за своїми геометричними вла-
стивостями (геометрiєю) систем кодування дiйсних чисел з нескiнченно-символьним
алфавiтом i основою 2, вивчаємо її геометрiю (властивостi цилiндричних i хвосто-
вих множин) i найпростiшi застосування у метричнiй теорiї чисел, фрактальному
аналiзi та теорiї ймовiрностей. З її допомогою ми моделюємо i дослiджуємо фрак-
тальнi множини, функцiї з фрактальними властивостями та випадковi величини з
фрактальними спектрами.

1. 2∞-зображення дiйсного числа

Теорема 1. Для будь-якого x ∈ (0; 1] iснує єдина послiдовнiсть натуральних
чисел (an) така, що

x =
1

2a1
+

1

2a1+a2
+ . . .+

1

2a1+a2+...+an
+ . . . ≡ ∆2∞

a1a2...an...
. (1)

Доведення. Очевидною є рiвнiсть

1 =
1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n
+ . . . ,

тобто для числа 1 послiдовнiстю (an) є послiдовнiсть an = 1 для всiх n ∈ N.
Оскiльки

x ∈ (0; 1] =
∞⋃
n=1

(
1

2n
;

1

2n−1

]
,

то очевидно, що iснує a1 ∈ N таке, що

x ∈
(

1

2a1
;

1

2a1−1

]
, тобто

1

2a1
< x ≤ 1

2a1−1

або
0 < x− 1

2a1
≡ x1 ≤

1

2a1
.

Звiдки отримуємо

x =
1

2a1
+ x1.

Аналогiчно, оскiльки

x1 ∈
(

0;
1

2a1

]
=
∞⋃
n=1

(
1

2a1+n
;

1

2a1+n−1

]
,
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то iснує a2 таке, що

x1 ∈
(

1

2a1+a2
;

1

2a1+a2−1

]
⇐⇒ 0 < x1 −

1

2a1+a2
≡ x2 ≤

1

2a1+a2
.

Звiдки
x1 =

1

2a1+a2
+ x2,

а отже,

x =
1

2a1
+

1

2a1+a2
+ x2.

Продовжуючи цей процес, буде знайдено числа a3, a4, . . . , ak i x3, x4, . . . , xk−1, xk

такi, що

0 < xk−1 −
1

2a1+a2+...+ak
≡ xk ≤

1

2a1+a2+...+ak

i
x =

1

2a1
+

1

2a1+a2
+ . . .+

1

2a1+a2+...+ak
+ xk.

Пiсля чого, мiркуючи аналогiчно, а саме: оскiльки

xk ∈
(

0;
1

2a1+a2+...+ak

]
=
∞⋃
n=1

(
1

2a1+a2+...+ak+n
;

1

2a1+a2+...+ak+n−1

]
,

то iснує ak+1 ∈ N таке, що

0 < xk −
1

2a1+a2+...+ak+1
≡ xk+1 ≤

1

2a1+a2+...+ak+ak+1
.

Тому цей процес є нескiнченним, але є збiжним, оскiльки

xk+1 ≤
1

2a1+a2+...+ak+1
≤ 1

2k+1
→ 0 (k →∞).

Отже, має мiсце розклад (1).
Його єдинiсть власне є наслiдком єдиностi кожного an. Дамо незалежне доведення

цьому. Для цього припустимо, що має мiсце

x =
∞∑
k=1

1

2a
′
1+a′2+...+a′k

. (2)

Рiвнiсть (2) не спiвпадатиме з (1), якщо iснує ai+1 6= a′i+1. Не порушуючи загаль-
ностi вважатимемо, що ai+1 < a′i+1. Тодi розглянемо рiзницю рiвностей (1) i (2)

0 = x− x =
∞∑
k=1

1

2a1+a2+...+ak
−
∞∑
k=1

1

2a
′
1+a′2+...+a′k

=

=
1

2a1+a2+...+ai

(
1

2ai+1
− 1

2a
′
i+1

+
1

2ai+1

∞∑
k=2

1

2ai+2+...+ai+k
− 1

2ai+1

∞∑
k=2

1

2a
′
i+2+...+a′i+k

)
>

>
1

2a1+a2+...+ai

(
1

2ai+1
− 1

2ai+1+1
− 1

2ai+1+1

∞∑
k=1

1

2k

)
=
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=
1

2a1+a2+...+ai

(
1

2ai+1+1
− 1

2ai+1+1
· 1
)

= 0.

Отримали протирiччя 0 = x− x > 0, яке доводить єдинiсть i всю теорему. �

Означення 1. Формальний (скорочений) запис ∆2∞
a1a2...an...

ряду (1) i його суми x
називатимемо 2∞-зображенням числа x. При цьому число (i символ алфавiту) an =

an(x) називається n-ою цифрою (символом) цього зображення, вона є функцiєю x

(числа, що розкладається (розгортається) в ряд (1)). Коректнiсть означення функцiї
an(x) випливає з єдиностi 2∞-зображення числа.

Зауваження 1. З теореми 1 випливають твердження:
1) x1 = x2 тодi i тiльки тодi, коли ai(x1) = ai(x2) при будь-якому i ∈ N;
2) x1 < x2 тодi i тiльки тодi, коли iснує m таке, що am(x1) > am(x2) i ai(x1) = ai(x2)

при i < m.

Нагадаємо, що для будь-якого числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αn) така, що
αn ∈ A2 = {0; 1} i

x =
α1

2
+
α2

22
+ . . .+

αn
2n

+ . . . ≡ ∆2
α1α2...αn...

.

Останнiй символiчний запис ∆2
α1α2...αn...

називається двiйковим зображення чис-
ла x. Числа злiченної пiдмножини множини рацiональних чисел мають два таких
зображення. Це числа виду ∆2

c1...cm1(0) = ∆2
c1...cm0(1). У круглих дужках ми записуємо

перiод. Такi числа називаються двiйково-рацiональними.

Зауваження 2. Розклад числа x в ряд (1) є класичним двiйковим представлен-
ням цього числа, яке формально записується

x = ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2−1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3−1

1...1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
an−1

1...
= ∆2∞

a1a2...an...
. (3)

Цей запис встановлює зв’язок (вiдповiднiсть) мiж класичним двiйковим зобра-
женням числа x ∈ (0; 1] з двосимвольним алфавiтом A2 = {0, 1} i кодуванням його
засобами нескiнченно-символьного алфавiту A = {1, 2, 3, . . .} ≡ N.

2. Критерiй рацiональностi числа у його 2∞-зображеннi

Теорема 2. Дiйсне число x ∈ (0; 1) є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли його
2∞-зображення є перiодичним.

Доведення. 1. Спочатку доведемо, що рацiональнi числа мають перiодичне 2∞-
зображення. Оскiльки розклад (1) є класичним двiйковим представленням числа x,
то це твердження можна вивести з добре вiдомого факту: число x є рацiональним
тодi i тiльки тодi, коли його двiйкове зображення є перiодичним.
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Справдi, якщо x є рацiональним, то

x = ∆2
α1α2...αm(c1c2...cp).

Якщо p = 1 i c1 = 0, то αm = 1 i

x =
α1

2
+
α2

22
+ . . .+

αm−1

2m−1
+

1

2m
=

=
1

2a1
+

1

2a1+a2
+ . . .+

1

2a1+a2+...+ak
+

(
1

2m+1
+

1

2m+2
+ . . .

)
= ∆2

a1...ak(1),

де k =
m−1∑
i=1

αi,

a1 + a2 + . . .+ aj = n :
n∑
i=1

αi = j.

Якщо p = 1 i c1 = 1, то αm = 0 i

x = ∆2
α1α2...αm−11(0),

тобто маємо попереднiй випадок.
Якщо p > 1, то в наборi (c1, c2, . . . , cp) iснують як 0, так i 1.
Далi, в разi потреби, для спрощення записiв будемо використовувати скорочене

позначення a1 + a2 + . . .+ ak = τk.
Тодi знайшовши суму c1 + c2 + . . . + cp = q, знаходимо числа n1, n2, . . . ng = q,

c1 + c2 + . . .+ cnj = j.

Звiдки знаходимо s1 = n1, s2 = n2 − c1, . . . sj = nj − (c1 + c2 + . . .+ cj−1).
Тодi

x =
1

2a1
+

1

2τ2
+ . . .+

1

2τk
+

1

2τk+s1
+

1

2τk+s1+s2
+ . . .+

1

2τk+s1+s2+...+sg
+

1

2τk+2s1+s2+...+sg
+

1

2τk+2s1+2s2+...+sg
+ . . .+

1

2τk+2s1+2s2+...+2sg
+ . . . =

= ∆2
a1a2...ak(s1s2...sg),

тобто 2∞-зображення числа x є перiодичним.
2. Доведемо обернене твердження. Нехай x = ∆2∞

a1a2...am(c1c2...cp) — дiйсне число з
(0, 1), що має перiодичне 2∞-зображення з перiодом (c1c2 . . . cp). Якщо покласти

a ≡ a1 + a2 + . . .+ an, c ≡ c1 + c2 + . . .+ cp,

B =
1

2a1
+

1

2a1+a2
+ . . .+

1

2a
,

D =
1

2c1
+

1

2c1+c2
+ . . .+

1

2c
,

то
x = B + S,
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де
S = 2a ·D + 2a+c ·D + 2a+2c ·D + . . .

як сума всiх членiв нескiнченно спадної геометричної прогресiї з першим членом
b1 = 2a ·D i знаменником q = 2c виражається

S =
2a ·D
1− 2c

.

Оскiльки B i S є рацiональними числами, рацiональною є i їх сума x. �

3. Геометрiя 2∞-зображення чисел

Означення 2. Нехай (c1, c2, . . . , cm) — впорядкований набiр натуральних чисел.
Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆2∞

c1c2...cm
чисел x ∈

(0, 1], першi m цифр 2∞-зображення яких є c1, c2, . . . , cm вiдповiдно, тобто

∆2∞

c1c2...cm
= {x : x = ∆2∞

c1c2...cmam+1am+2...
, am+i ∈ N, i = 1, 2, 3, . . .}.

Безпосередньо з означення випливають наступнi властивостi цилiндрiв:

1. ∆2∞
c1c2...cm

=
∞⋃
i=1

∆c1c2...cmi;

2. ∆2∞
c1c2...cm

⊂ [a; b], де

a =
1

2c1
+

1

2c1+c2
+ . . .+

1

2c1+c2+...+cm
, b = a+

1

2c1+c2+...+cm
;

3. Для дiаметра цилiндра виконується рiвнiсть

d(∆2∞

c1c2...cm
) =

1

2a1+a2+...+am
;

4. max ∆2∞

c1c2...cm(i+1) = inf ∆2∞
c1c2...cmi

, i = 1, 2, . . . ;

5. Цилiндри одного рангу не перетинаються або спiвпадають (рiвнi), причому

∆2∞

c1c2...cm
= ∆2∞

c′1c
′
2...c

′
m
⇐⇒ ci = c′i i = 1,m;

6. Мають мiсце рiвностi

∆2∞

c1c2...cm
∩∆2∞

c′1...c
′
mc
′
m+1...c

′
m+k

=

{
∅, якщо ∃ i ≤ m, ci 6= c′i,

∆2∞

c′1c
′
2...c

′
mc
′
m+1...c

′
m+k

, якщо ci = c′i, i = 1,m.

7. Для довiльної послiдовностi (cm) ∈ L перерiз
∞⋂
m=1

∆2∞

c1c2...cm
= x = ∆2∞

c1c2...cm...

є точка пiвiнтервала (0; 1].
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Лема 1. Цилiндр ∆2∞
c1c2...cm

є пiвiнтервалом (a; b], де

a =
1

2c1
+

1

2c1+c2
+ . . .+

1

2c1+c2+...+cm
≡ ∆2∞

c1c2...cm−1[cm+1](1),

b = a+
1

2c1+c2+...+cm
≡ ∆2∞

c1c2...cm−1cm(1).

Доведення. Враховуючи властивiсть 2, залишається довести включення

(a; b] ⊂ ∆2∞

c1c2...cm
.

Нехай x — будь-яке число з (a; b], тобто 0 < a < x ≤ b ≤ 1.

Згiдно з теоремою 1 число x розкладається в ряд (1):

x =
∞∑
n=1

1

2a1+...+an
.

Тодi ai(x) = ai(a) = ai(b) = ci при i ≤ m− 1 i

cm = am(b) ≤ am(x) < am(a) = cm + 1,

тобто am(x) = cm, а отже, x ∈ ∆2∞
c1c2...cm

. �

Наслiдок 1. Довжина цилiндра обчислюється за формулою

|∆2∞

c1c2...cm
| = 1

2c1+c2+···+cm
.

Наслiдок 2. Має мiсце рiвнiсть (основне метричне вiдношення)

|∆2∞
c1c2...cmi

|
|∆2∞

c1c2...cm
|

=
1

2i
.

4. Оператор зсуву символiв

У множинi Z2∞

(0;1] всiх 2∞-зображень дiйсних чисел пiвiнтервала (0; 1] розглянемо
оператор ω̂ зсуву цифр, означений рiвнiстю

ω̂
(
∆2∞

a1a2...an...

)
= ∆2∞

a2a3...an...
,

який породжує функцiю ω : (0; 1]→ (0; 1].

Даний оператор володiє властивiстю сюр’єктивностi, але не має властивостi iн’єк-
тивностi, оскiльки

ω(∆2∞

ia2...an...
) = ω(∆2∞

ja2...an...
) при i 6= j.

Точки ∆2∞

(i) , i = 1, 2, 3, . . . є iнварiантними для вiдображення ω.
n-кратне застосування оператора зсуву ω̂ приводить до оператора ω̂n :

ω̂n
(
∆2∞

a1a2...an...

)
= ∆2∞

an+1an+2...
.
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Лема 2. 1. Функцiя ω(x) є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною на кожному ци-
лiндрi першого рангу:

ω(x) = 2ix− 1, якщо x ∈ ∆2∞

i , (4)

тобто x = ∆2∞
ia2...an...

, i = 1, 2, 3, . . ..
2. В точцi x = ∆2∞

i(1), i > 1, вона має розрив першого роду зi стрибком 1.

Доведення. 1. Справдi,

x = ∆2∞

ia2a3...an...
=

1

2i
+

1

2i

(
1

2a2
+

1

2a2+a3
+ . . .

)
,

тобто
x =

1

2i
+

1

2i
ω(x),

звiдки випливає (4).
2. Безпосередньо з означення функцiї ω маємо

ω(∆2∞

i(1)) = ∆2∞

(1) = 1.

Дослiдимо поведiнку функцiї ω(x) у правому ε-пiвоколi точки x = ∆2∞

i(1). Оскiльки
умова x→ ∆2∞

i(1) + 0 рiвносильна умовi x ∈ ∆2∞

[i−1]j, де j →∞, то

lim
x→∆2∞

i(1)
+0
ω(x) = lim

j→∞
ω
(
∆2∞

[i−1]j(1)

)
= lim

j→∞
∆2∞

j(1) = 0.

�

Зауваження 3. Всi прямi, що є графiками лiнiйних функцiй (4), мають рiзнi
кутовi коефiцiєнти, але вiсь ординат перетинають в однiй точцi.

Наслiдок 3. Оператор зсуву символiв ω кожну пiдмножину пiвiнтервала (0; 1]

нульової мiри Лебега переводить в множину нульової мiри Лебега, а пiдмножину
повної мiри — в множину повної мiри; бiльше того прообразом множини нульової
мiри є множина нульової мiри, а множини повної мiри — множина повної мiри.

Лема 3. При кожному фiксованому значеннi параметра i ∈ N вiдображення

δi(x) = ∆2∞

ia1(x)...an(x)...

є стискуючим вiдображенням з коефiцiєнтом
1

2i
i iнварiантною точкою x = ∆2∞

(i) .

Доведення. Дане твердження випливає з того, що

δi(x) = ∆2∞

ia1(x)...an(x)... =
1

2i
+

1

2i

(
1

2a1
+

1

2a1+a2
+

1

2a1+a2+a3
+ . . .

)
=

1

2i
+

1

2i
x,

а тому,
δi(x2)− δi(x1)

x2 − x1

=
1

2i
i δi

(
∆2∞

(i)

)
= ∆2∞

(i) .

�
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5. Хвостовi множини

У множинi Z2∞

(0,1] всiх 2∞-зображень чисел (0, 1] введемо бiнарне вiдношення еквi-
валентностi «мати однаковий хвiст» (символiчно: ∼).

Означення 3. Будемо говорити, що два 2∞-зображення

∆2∞

α1α2...αn...
i ∆2∞

β1β2...βn...

мають однаковий хвiст, або перебувають у вiдношеннi ∼, якщо iснують натуральнi
числа m та k такi, що αm+j = βk+j для будь-якого j ∈ N .

Очевидно, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi (тобто має властиво-
стi рефлективностi, симетричностi та транзитивностi) i розбиває множину, на якiй
воно задане, на класи еквiвалентностi. Кожен з класiв еквiвалентностi називатимемо
хвостовою множиною. Кожна хвостова множина однозначно визначається довiль-
ним своїм елементом (представником).

Будемо говорити, що два числа x i y мають однаковий хвiст (або пребувають у
вiдношеннi ∼), якщо їх 2∞-зображення перебувають у вiдношеннi ∼.

Символiчно: x ∼ y.

Лема 4. Кожна хвостова множина є злiченною i щiльною в (0, 1] множиною.

Доведення. Нехай H — довiльний клас еквiвалентностi, x0 = ∆2∞
c1...ck...

— його
представник. Тодi очевидно, що для довiльного натурального m iснує множина Hm

таких чисел x, що αm+j(x) = αk+j(x0) для довiльного j ∈ N , k = 1, 2, ... .
Тодi множина H =

⋃
m∈N

Hm, будучи злiченним об’єднанням злiченних множин, є

множиною злiченною.
Доведемо тепер, що множина H щiльна в (0, 1]. Оскiльки належнiсть числа x до

множини H не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi перших символiв його
2∞-зображення, то в кожному з цилiндрiв довiльного рангу m iснує точка множини
H. Отже, H є всюди щiльною в (0, 1] множиною. Що й вимагалося довести. �

Теорема 3. Фактор-множина G ≡ (0, 1]/ ∼ є континуальною.

Доведення. Скористаємося методом доведення вiд супротивного. Припустимо,
що G є злiченною. Тодi, згiдно з лемою 4, пiвiнтервал (0, 1] є злiченним об’єднанням
злiченних множин. Але добре вiдомо, що остання множина є злiченною, а пiвiнтервал
(0, 1] є континуальною множиною. Отримана суперечнiсть доводить теорему. �
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6. Метричнi задачi

Метрична теорiя чисел займається розв’язанням теоретико-числових проблем з
використанням засобiв теорiї мiри, а також задач про мiру (Жордана, Лебега то-
що) множин дiйсних чисел, якi володiють заданою властивiстю, зокрема визначених
умовами на вживання цифр в тiй чи iншiй системi зображення.

Лема 5. Для мiри Лебега λ мають мiсце наступнi рiвностi:

1. λ

(
k⋃
i=1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2k

)
|∆2∞

c1...cm
| =

(
1− 1

2k

)
1

2c1+c2+...+cm
;

2. λ

(
∞⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
=

1

2k
|∆2∞

c1...cm
| = 1

2k
1

2c1+c2+...+cm
;

3. λ

(
n⋃

i=k+1

∆c1...cmi

)
=

(
1− 1

2n−k

)
|∆2∞

c1...cm
| =

(
1− 1

2n−k

)
1

2c1+c2+...+cm
.

Доведення. Цi рiвностi випливають з основного метричного вiдношення, виразу
довжини цилiндра та формул суми членiв геометричної прогресiї. �

Теорема 4. Множина

C = C[2∞, (Vn)] = {x : x = ∆2∞

a1a2...an...
, an(x) ∈ Vn ⊆ N} є:

1. об’єднанням пiвiнтервалiв, якщо Vn = N для всiх n, бiльших деякого n0;
2. нiде не щiльною множиною, якщо нерiвнiсть Vn 6= N виконується нескiн-

ченну кiлькiсть разiв;
3. мiра Лебега якої обчислюється за формулою

λ(C) =
∞∏
k=1

λ(Fk+1)

λ(Fk)
=
∞∏
k=1

(
1− λ(F k+1)

λ(Fk)

)
,

де F0 = (0; 1], Fk =
⋃
c1∈V1

. . .
⋃

ck−1∈Vk−1

⋃
i∈V

∆c1...ck−1i, F k+1 = Fk\Fk+1.

Доведення. 1. Очевидно, що при Vn = N для всiх n ∈ N маємо C = (0; 1].
Якщо Vn = V для n > n0, то

C 3 x =
1

2a1
+

1

2a1+a2
+ . . .+

1

2a1+...+an0−1
+

1

2a1+...+an0
· x1,

де
x1 =

1

2an0+1
+

1

2an0+1+an0+2
+ . . . . (5)

Множина всiх
x̃ =

1

2a1+...+an0
· x1,

де (an0+k) — пробiгає множину всiх послiдовностей натуральних чисел, є цилiндром
першого рангу з основою a = a1 + a2 + . . .+ an0 .
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Тому
C =

⋃
b

[
b⊕∆2∞

a

]
, де b⊕D = {x : x = b+ d, де d ∈ D},

b =
1

2a1
+

1

2a1+a2
+ . . .+

1

2a1+...+an0−1
, а (a1, a2, . . . , an0−1) — пробiгає N× N× . . .× N︸ ︷︷ ︸

n0−1

,

що i вимагалось довести.
2. Скористаємось означенням нiде не щiльної множини, а саме: покажемо, що в

будь-якому iнтервалi (c; d) iснує пiдiнтервал (c′; d′) вiльний вiд точок множини C.
Нехай c = ∆2∞

c1c2...cn...
i d = ∆2∞

d1d2...dn...
. Оскiльки c < d, то iснує m таке, що

cm > dm i cj = dj при j < m.

Таким iнтервалом (c′; d′) є

(c′; d′) = ∇d1d2...dm[dm+1+1] 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

j,

де k таке, що Vm+k+2 6= N i j = N \ Vm+k+2.
Справдi цей iнтервал лежить правiше c, бо cm > dm i лiвiше d, бо dm+1 +1 > dm+1.

А не мiстить вiн точок множини C, бо j ∈ V = N \ V .
3. Оскiльки Fk — це об’єднання цилiндрiв рангу k, серед внутрiшнiх точок яких

є точки множини C, то C ⊂ Fk+1 ⊂ Fk для всiх k ∈ N i бiльше того,

C = lim
k→∞

Fk =
∞⋂
k=1

Fk i λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk).

Тому з рiвностi Fk+1 = Fk\F k+1 маємо λ(Fk) = λ(Fk−1)− λ(F k). Звiдки

λ(Fk) =
k∏
i=1

λ(Fi)

λ(Fi−1)
=

k∏
i=1

λ(Fi−1)− λ(F i)

λ(Fi−1)
=

k∏
i=1

(
1− λ(F i)

λ(Fi−1)

)
.

А отже,

λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk) =
∞∏
i=1

(
1− λ(F i)

λ(Fi−1)

)
.

�

Наслiдок 4. Мiра Лебега множини C[2∞, (Vn)] дорiвнює нулю тодi i тiльки
тодi, коли розбiгається ряд

∞∑
k=1

λ(F k+1)

λ(Fk)
.

Наслiдок 5. Якщо послiдовнiсть множин (Vn) є сталою, а саме Vn = V 6= N,
то множина C[2∞, {Vn}] є множиною нульової мiри Лебега.
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Теорема 5. Множина C[2∞, V ] є самоподiбною, якщо V — скiнченна, i N-
самоподiбною, якщо V — нескiнченна, самоподiбна i фрактальна розмiрнiсть Хаус-
дорфа–Безиковича якої є розв’язком рiвняння∑

v∈V

1

2vx
= 1.

Доведення. Дане твердження випливає з того, що

C[2∞, V ] =
⋃
υ∈V

∆
2∞

υ ,

де ∆
2∞

υ = ∆2∞
υ ∩ C[2∞, V ], C[2∞, V ]

kυ∼ ∆
2∞

υ , kυ =
1

2υ
. �

Зауваження 4. Множина C ≡ C[2∞, V ] є iнварiантною вiдносно оператора зсу-
ву ω̂ символiв 2∞-зображення.

Теорема 6. Нехай c i s — фiксованi натуральнi числа. Множина

D ≡ D[2∞, cs] = {x : x = ∆2∞

a1a2...an...
, де anan+1 6= cs ∀ n ∈ N}

є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Доведемо, що D[2∞, cs] є нiде не щiльною множиною згiдно з озна-
ченням.

Нехай (a, b) — довiльний iнтервал, що належить (0, 1]. Легко вказати цилiндр
∆2∞
c1...cm

⊂ (a, b).
Справдi, оскiльки a < b, то iснує k таке, що ak(a) > ak(b), але ai(a) = ai(b) при

i < k. Тодi ∆2∞

a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1] ⊂ (a, b), а ∆2∞

a1(b)...ak(b)[ak+1(b)+1]cs∩C = ∅. Тому множина
D[2∞, cs] є нiде не щiльною за означенням.

Доведемо, що мiра Лебега множини D[2∞, cs] рiвна нулю. Можливi випадки
1) c = s; 2) c 6= s.

Нехай ∆
2∞

c1...cm
≡ ∆2∞

c1...cm
∩D. Тодi у першому випадку

D =

[⋃
i 6=c

∆
2∞

i

]
∪

[⋃
i 6=c

∆
2∞

ci

]
.

У другому випадку

D =

[⋃
i 6=c

∆
2∞

i

]
∪

[ ⋃
c 6=i 6=s

∆
2∞

ci

]
∪

[ ⋃
c 6=i 6=s

∆
2∞

cci

]
∪ . . . ∪

[ ⋃
c6=i 6=s

∆
2∞

c . . . c︸ ︷︷ ︸
k

i

]
∪ . . . .

Нехай F0 = (0, 1], F2k — об’єднання цилiндрiв рангу 2k, якi мiстять точки множини
D[2∞, cs],

F 2(k+1) = F2k \ F2(k+1). (6)
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Очевидно, що F2k ⊃ F2(k+1) ⊃ D[2∞, cs] ∀k ∈ N ,

D[2∞, cs] =
∞⋂
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

За неперервнiстю мiри Лебега зверху

λ(D[2∞, cs]) = lim
k→∞

λ(F2k).

Тодi

λ(D[2∞, cs]) = lim
k→∞

[
λ(F2k)

λ(F2(k−1))
·
λ(F2(k−1))

λ(F2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)

]
= lim

k→∞

k∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
=

=
∞∏
m=1

λ(F2m)

λ(F2(m−1))
. (7)

З (6) маємо
λ(F2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F 2(k+1))

i
λ(F2(k+1))

λ(F2k)
= 1−

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
.

Пiдставивши в (7) отриманий вираз, одержимо

λ(D[2∞, cs]) =
∞∏
k=1

(1−
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
).

Останнiй нескiнченний добуток розбiгається до нуля тодi i тiльки тодi, коли
∞∑
k=1

λ(F 2(k+1))/λ(F2k) =∞. (8)

Знайдемо оцiнки останнього вiдношення.
Нехай ∆2∞

c1...c2k
— цилiндр з F2k. Можливi випадки: 1)c2k = c, 2)c2k 6= c.

Якщо c2k = c, то ∇2∞
c1...c2ks

⋂
D[2∞, cs] = ∅ i

|∆2∞
c1...c2ks

|
|∆2∞

c1...c2k
|

=
1

2s
.

Якщо c2k 6= c, то ∇2∞
c1...c2kcs

⋂
D[2∞, cs] = ∅ i

|∆2∞
c1...c2kcs

|
|∆2∞

c1...c2k
|

=
1

2c+s
.

Тому, враховуючи це, маємо

0 <
1

2c+s
≤
λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
≤ 1

2s
< 1.

Отже, ряд (8) розбiгається, оскiльки не виконується необхiдна умова збiжностi i тому
λ(D[2∞, cs]) = 0. �
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Теорема 7. Множина E всiх чисел пiвiнтервалу (0; 1] з обмеженими символами
2∞-зображень є множиною нульової мiри Лебега.

Доведення. Позначимо через Es множину чисел вiдрiзка (0, 1], символи 2∞-
зображення яких меншi за s. Тодi Es = C[2∞, V ], де V = {0, 1, . . . , s − 1} i згiдно з
наслiдком 5 теореми 4 маємо λ(Es) = 0.

Оскiльки кожне число з обмеженими 2∞-символами, очевидно, належить множинi

Es при достатньо великому s, то E =
∞⋃
s=1

Es. Тому λ (E) 6
∞∑
s=1

λ (Es) = 0. Отже,

λ(E) = 0, що й вимагалось довести. �

7. 2∞-цилiндри i фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича

Оскiльки 2∞-цилiндри є двiйковими цилiндрами рангу c1 + c2 + . . .+ cm, а саме:

∆2∞

c1c2...cm
= ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c1−1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
c2−1

1...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
cm−1

1
,

то згiдно з теоремою Бiллiнгслi [14] при визначеннi (обчисленнi) фрактальної роз-
мiрностi Хаусдорфа–Безиковича можна обмежитись 2∞-цилiндрами.

Нагадаємо, що розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича обмеженої множини E ⊂ R1

називається число

α0(E) = sup{α : Hα(E) 6= 0} = inf{α : Hα(E) = 0},

де Hα(E) — α–мiрна мiра Хаусдорфа множини E, яка визначається рiвнiстю

Hα(E) = lim
ε→0

mα
ε (E), де mα

ε (E) = inf
d(Ei)<ε

{∑
i

dα(Ei) : E ⊂
⋃
i

Ei

}
,

d(Ei) — дiаметр множини Ei, а iнфiмум береться за всiма покриттями {Ei} множини
E, дiаметри елементiв яких не перевищують ε.

Нехай W — клас множин, якi є об’єднанням 2∞-цилiндрiв такого вигляду:

(1)
n⋃
i=k

∆2∞

c1...cmi
, (2)

∞⋃
i=k

∆2∞

c1...cmi
,

де k, n — довiльнi натуральнi числа.
Зрозумiло, що кожен цилiндр належить до класу W , бо при k = 1 множина (2) є

цилiндром, як i перша при k = n.

Лема 6. Для довiльного пiвiнтервала u = (a, b] ⊂ (0, 1] iснує не бiльше 4-х
множин з класу W , якi покривають u i мають довжину, яка не перевищує |u|.

Доведення. Нехай u = (a, b). Можливi випадки:
1. Числа a i b належать рiзним 2∞-цилiндрам 1-го рангу;
2. Числа a i b належать одному 2∞-цилiндру 1-го рангу.
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Розглянемо кожен з випадкiв окремо.
1.1. Нехай a i b належать сусiднiм 2∞-цилiндрам 1-го рангу ∆2∞

a1(b)+1 i ∆2∞

a1(b) вiдпо-
вiдно i c = ∆2∞

[a1(b)+1](1).
a) Якщо a = c (рiвносильно: aj(a) = 1 при j > 1), то для покриття u досить двох

множин з класу W :
∞⋃

j=a2(b)+1

∆2∞

a1(b)j, ∆2∞

a1(b)a2(b), (9)

кожна з яких має довжину, меншу за b− a (бо перша належить (a, b], друга згiдно з
властивiстю 6 цилiндрiв).

б) Якщо a 6= c, то знайдеться ak(a) 6= 1. Розглянемо найменше з таких k. Тодi
∆2∞

a1(a)...ak−1(a)1 ⊂ (a, c] i множини

ak(a)−1⋃
j=1

∆2∞

a1(a)...ak(a)j i ∆2∞

a1(a)...ak(a) (10)

покривають (a, c] i мають довжину, яка не перевищує c− a, а отже, i b− a.
Пiвiнтервал (c, b] при цьому покривають двi множини (10).
Отже, для покриття (a, b] досить 4-х множин з W (це множини (9) i (10).)
1.2. Якщо iснує цилiндр ∆2∞

m ⊂ (a, b], то (a, b] множини
∞⋃
j=m

∆2∞

j ,
∞⋃

j=a2(b)+1

∆2∞

a1(b)j, ∆2∞

a1(b)a2(b),

якi належать W i мають довжини меншi b− a.
2. Нехай a i b належать одному цилiндру 1-го рангу ∆2∞

a1(b). Тодi знайдеться на-
туральне число m таке, що a i b належать одному цилiндру рангу m, але рiзним
цилiндрам рангу m+ 1:

∆2∞

a1(b)...am(b)am+1(a) i ∆2∞

a1(b)...am(b)am+1(b).

Повторивши мiркування пункту 1 стосовно цилiндра ∆2∞

a1(b)...am(b), дiйдемо до того ж
висновку: для покриття (a, b] досить не бiльше чотирьох множин з W , якi мають
довжини не бiльшi, нiж b− a. �

Теорема 8. При обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича довiльної бо-
релiвської множини з (0, 1] можна обмежуватись покриттями множинами з кла-
су W .

Доведення. Справдi, якщо u — довiльний пiвiнтервал, що бере участь в по-
криттi E, то iснує не бiльше 4-х множин ω1, ω2, ω3, ω4 з W для яких |ωi|α ≤ |u|α при
довiльному α > 0. Якщо

lαε (E) = inf
|vk|≤ε

∑
k

|vk|α,
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де E ⊂
⋃
k

vk i vk ∈ W , то mα
ε (E) ≤ lαε (E) ≤ 4mα

ε (E) для довiльного ε > 0.

Тому Hα(E) ≤ Hα
2∞(E) ≡ lim

ε→∞
lαε (E) ≤ 4Hα(E), тобто Hα

2∞(E) i Hα(E) одночасно
(по α) набувають значень 0 i ∞. I тому α0(E) = inf{α : Hα

2∞(E)}, що й вимагалося
довести. �

8. Ймовiрнiсна теорiя чисел у 2∞-зображеннi

У традицiйному розумiннi ймовiрнiсна теорiя чисел займається теоретико-число-
вими проблемами з використанням ймовiрнiсних засобiв (моделей, прийомiв та ме-
тодiв). Ймовiрнiсна теорiя зображень дiйсних чисел розв’язує ймовiрнiснi проблеми
(задачi) з використанням рiзних систем зображення чисел. Її важливою складовою є
вивчення розподiлiв ймовiрностей на множинах дiйсних чисел, визначених умовами
на їх зображення у тiй чи iншiй системi, зокрема випадкових величин, символи (циф-
ри) зображення яких є випадковими величинами з наперед заданими розподiлами.

Використаємо 2∞-зображення чисел для моделювання i дослiдження розподiлiв
випадкових величин.

8.1. Розподiл 2∞-цифр рiвномiрно розподiленої випадкової величини.

Теорема 9. Якщо випадкова величина τ = ∆2∞
τ1τ2...τk...

має рiвномiрний на [0, 1]

розподiл, то символи τk її 2∞-зображення є незалежними випадковими величинами,
що мають однаковi розподiли

P{τk = i} =
1

2i
, i = 1, 2, ... . (11)

Доведення. Оскiльки τ має рiвномiрний розподiл на [0, 1], то
1. P{τ = a} = 0 для довiльного a ∈ [0, 1];
2. P{τ ∈ (a, b)} = P{τ ∈ [a, b]} = P ([a, b]) = b−a, зокрема для довiльного цилiндра

∆2∞
c1...cm

, враховуючи вираз його довжини, має мiсце рiвнiсть

P (∆2∞

c1...cm
) = |∆2∞

c1...cm
| = 1

2c1+c2+...+cm
=

m∏
i=1

1

2ci
.

Скористаємося методом математичної iндукцiї, тобто доведемо, що для довiль-
ного k ∈ N випадкова величина τk не залежить вiд τj, де j < k i мають мiсце
рiвностi (11).

Враховуючи неперервнiсть розподiлу випадкової величини τ та властивостi ци-
лiндрiв, маємо

P{τ1 = i} = P{τ ∈ ∆2∞

i } = P (∆2∞

i ) = |∆2∞

i | =
1

2i
;

P{τ1 = i, τ2 = j} = P{τ ∈ ∆2∞

ij } = P (∆2∞

ij ) = |∆2∞

ij | =
1

2i+j
=



206 М. В. Працьовитий

= |∆2∞

i | · |∆2∞

j | = P (∆2∞

i )P (∆2∞

j ) = P{τ1 = i} · P{τ2 = j} =
1

2i
· 1

2j
;

P{τ2 = i} = P{τ ∈
∞⋃
j=1

∆2∞

ji } = P (
∞⋃
j=1

∆2∞

ji ) =
∞∑
j=1

|∆2∞

ji | =
∞∑
j=1

1

2i+j
=

1

2i

∞∑
j=1

1

2j
=

1

2i
.

Аналогiчно,

P{τk+1 = i} = P{τ ∈
∞⋃
j1=1

...
∞⋃
jk=1

∆2∞
j1...jki

} =
∞∑
j1=1

...
∞∑
jk=1

|∆2∞
j1...jki

| =

=
1

2i

∞∑
j1=1

...

∞∑
jk=1

1

2j1+j2+...+jk
=

1

2i
.

Оскiльки остання ймовiрнiсть не залежить вiд k, а лише вiд i, то τk є незалежними
i однаково розподiленими. �

8.2. Випадкова величина з незалежними 2∞-цифрами.

Теорема 10. Якщо символи ξk 2∞-зображення випадкової величини

ξ = ∆2∞

ξ1ξ2...ξn...

є незалежними випадковими величинами, якi набувають значень 1, 2, . . . , i, . . . з
ймовiрностями p1k, p2k, . . . pik, . . . вiдповiдно (p1k + ... + pik + ... = 1, k ∈ N), то
розподiл ξ є або чисто дискретним, або чисто неперервним (неатомарним), причо-
му чисто дискретним — тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max
i
{pik} > 0.

Точковий спектр (множина атомiв) дискретно розподiленої випадкової величини ξ
складається з точки x0 такої, що paj(x0)j = max

i
{pik}, i всiх точок x, якi мають

властивiсть paj(x)j > 0 ∀j ∈ N i iснує таке m ∈ N, що aj(x) = aj(x0) при j ≥ m.

Доведення. З незалежностi ξk i єдиностi 2∞-зображення випливає, що

P{ξ = ∆2∞

c1c2...cm...
} =

∞∏
k=1

pckk, тобто P{ξ = x} =
∞∏
j=1

paj(x)j.

Спочатку доведемо н е о б х i д н i с т ь: якщо M > 0, то розподiл ξ є чисто
дискретним. Оскiльки P{ξ = x0} = M , то P{ξ = x0} > 0.

Якщо pak(x′)k > 0 ∀ k ∈ N i 2∞-зображення точки x′ вiдрiзняється вiд зображення
точки x0 не бiльше, нiж першими (m− 1) 2∞-символами, то

P{ξ = x′} =
m−1∏
k=1

pak(x′)k ·
∞∏
k=m

pak(x0)k =
m−1∏
k=1

pak(x′)k ·
M

m∏
k=1

pak(x0)k

.
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НехайAm — множина всiх точок x′, 2∞-символи яких спiвпадають з 2∞-символами
точки x0, починаючи з m. Тодi послiдовнiсть множин Am має властивостi:

1.{x0} = A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ⊂ Am ⊂ Am+1 ⊂ . . .

2.P{ξ ∈ Am} =
∑
a1∈N

. . .
∑

am−1∈N

m−1∏
k=1

pak(x′)k · M
m∏
k=1

pak(x0)k

 =
M

m∏
k=1

pak(x0)k

→ 1,

коли m→∞.
Отже, злiченна множина A = lim

m→∞
Am =

∞⋃
m=1

Am є носiєм розподiлу випадкової

величини ξ, тобто розподiл є дискретним.
Д о с т а т н i с т ь. Якщо ξ має дискретний розподiл, то iснує x′ таке, що

0 < P{ξ = x′} =
∞∏
k=1

pak(x′)k ≤
∞∏
k=1

max
i
{pik} = M,

тобто M > 0. �

Зауваження 5. Точковий спектр (множина атомiв) Dξ розподiлу випадкової
величини ξ є хвостовою множиною, представником якої є число x0, означене умо-
вами:

pak(x0)k = max
i∈N
{pik}, k = 1, 2, 3, . . . .

Теорема 11. Неперервна (M = 0) випадкова величина ξ, 2∞-символи якої є неза-
лежними, має або чисто абсолютно неперервний, або чисто сингулярно неперерв-
ний розподiл.

Доведення. Нехай m — натуральне число, (δ1, ..., δm) — впорядкований набiр
натуральних чисел, δ ≡ (δ1...δm).

Вiдображення (0; 1] в (0; 1], визначене рiвнiстю

Tmδ (x) = ∆2∞

δ1...δma1(x)...an(x)...,

назвемо Tmδ -вiдображенням.
Очевидно, що Tmδ -вiдображення має єдину iнварiантну точку x0, яка має чисто

перiодичне 2∞-зображення з перiодом (δ1...δm) : x0 = ∆2∞

(δ1...δm) .
Tmδ -вiдображенням множини E називається множина E ′ Tmδ -образiв всiх x ∈ E,

тобто
Tmδ (E) =

{
x : ∆2∞

δ1...δma1...ak...
, де ∆2∞

a1...an...
∈ E

}
.

Легко бачити, що Tmδ ((0; 1]) = ∆2∞

δ1...δm
i множини E та E ′ = Tmδ (E) є подiбними з

коефiцiєнтом

k =
m∏
i=1

1

2δi
=

1

2δ1+δ2+...+δm
.
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Звiдки отримаємо рiвнiсть для мiри Лебега

λ [Tmδ (E)] = kλ(E),

а тому, λ [Tmδ (E)] i λ(E) рiвнi нулю одночасно.
Через Tm(x) позначимо множину всiх образiв x пiд дiєю Tmδ -вiдображення, де δ

пробiгає множину всеможливих наборiв довжини m натуральних чисел.
Нехай E — деяка борелiвська множина з (0; 1], T 0(x) ≡ x, T — множина все-

можливих перетворень Tm для всiх скiнченних значень m. Оскiльки подiя A =

{ξ ∈ T (E)} є залишковою множиною вiдносно всiх σ-алгебр Bk, породжених пер-
шими τ1, ..., τk (для довiльного скiнченного k), то за законом 0 i 1 Колмогорова [15]
P (A) = 0 або P (A) = 1.

Можливi випадки:
1) iснує множина E мiри Лебега нуль така, що P{ξ ∈ E} > 0;
2) такої множини E немає, тобто для кожної E: з λ(E) = 0 випливає P{ξ ∈ E} = 0.

У першому випадку P{ξ ∈ T (E)} = 1 i λ{T (E)} = 0, тобто ξ має чисто
сингулярно-неперервний розподiл; у другому — чисто абсолютно неперервний, згiдно
з означенням. Отже, розподiл в.в. ξ є чистим. �

Теорема 12. Випадкова величина ξ = ∆2∞

ξ1ξ2...ξk...
з розподiлами 2∞–символiв ξk:

P{ξk = i} = pik, i ∈ N, має чистий лебегiвський тип, причому
1. дискретний — тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max
i
{pik} > 0;

2. абсолютно неперервний — тодi i тiльки тодi, коли

S =
∞∏
k=1

(
∞∑
i=1

√
pik
2i

) > 0; (12)

3. сингулярний — в рештi випадкiв, тобто, коли M = 0 = S.

Доведення. Нехай {(Ωk, Bk, µk)} i {(Ωk, Bk, νk)} двi послiдовностi ймовiрнiсних
просторiв такi, що Ωk = N, Bk — σ-алгебра всiх пiдмножин Ωk,

µk(i) = pik, νk(m) =
1

2i
, k ∈ N,

де pik — елемент матрицi ‖pik‖, що визначає розподiл випадкової величини ξ. Оче-
видно, що мiра µk є абсолютно неперервною вiдносно мiри νk (µk � νk) для всiх
k ∈ N . Розглянемо нескiнченнi добутки ймовiрнiсних просторiв:

(Ω, B, µ) =
∞∏
k=1

(Ωk, Bk, µk), (Ω, B, µ) =
∞∏
k=1

(Ωk, Bk, νk).
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З теореми Какутанi [5] випливає, що µ� ν тодi i тiльки тодi, коли
∞∏
k=1

ρ(µk, νk) > 0, де ρ(µk, νk) =

∫
Ωk

√
dµk
dνk

dνk − iнтеграл Хелiнгера.

У даному випадку
∞∏
k=1

∫
Ωk

√
dµk
dνk

dνk > 0 ⇔
∞∏
k=1

(
∞∑
i=1

√
pik
2i

) > 0.

Отже, з умови (12) випливає умова абсолютної неперервностi мiри µ вiдносно мiри
ν. Розглянемо вимiрне вiдображення Ω

f→ [0; 1], яке визначено рiвнiстю:

∀ ω = (ω1, . . . , ωk, . . .) ∈ Ω : f(ω) = ∆2∞

ω1...ωk...
.

Для довiльної борелiвської множини E визначимо образи µ∗ i ν∗ мiр µ i ν пiд дiєю
вiдображення f наступним чином: µ∗(E) = µ(f−1(E)), ν∗(E) = ν(f−1(E)). Мiра µ∗

спiвпадає з ймовiрнiсною мiрою Pξ, а мiра ν∗ — з ймовiрнiсною мiрою Pψ, еквiва-
лентною мiрi Лебега λ. З абсолютної неперервностi мiри µ вiдносно мiри ν випливає
абсолютна неперервнiсть мiри µ∗ вiдносно мiри ν∗. Оскiльки, ν∗ ∼ λ, то з умови (12)
випливає абсолютна неперервнiсть розподiлу випадкової величини ξ. �

Зауваження 6. Необхiдною умовою для виконання (12) є асимптотична вла-
стивiсть матрицi ‖pik‖:

pik →
1

2i
(k →∞). (13)

Ця умова ще не гарантує збiжностi добутку (12). Для цього pik має прямувати до
1

2i
досить швидко.

Лема 7. Функцiя розподiлу Fξ випадкової величини ξ подається у виглядi

Fξ(x) = βa1(x)1 +
∞∑
k=2

(
βak(x)k

k−1∏
j=1

paj(x)j

)
,

де βak(x)k =
∞∑

j=ak+1

pjk, k ∈ N.

Доведення. Згiдно з означенням функцiї розподiлу Fξ(x) = P{ξ < x}. Подiя
{ξ < x} є об’єднанням несумiсних подiй

{ξ1 > a1(x)}, {ξ1 = a1(x) ∧ ξ2 > a2(x)}, . . . {ξj = aj(x), j = 1, k − 1 ∧ ξk > ak(x)}, . . . .

Тому P{ξ < x} =
∞∑
k=1

P{ξj = aj(x), j = 1, k − 1 ∧ ξk > ak(x)}.
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Але з незалежностi випадкових подiй ξk отримаємо

P{ξj = aj(x), j = 1, k − 1 ∧ ξk > ak(x)} = βak(x)k

k−1∏
j=1

paj(x)j.

А отже,

Fξ(x) = P{ξ < x} = βa1(x)1 +
∞∑
k=2

(
βak(x)k

k−1∏
j=1

paj(x)j

)
.

�

Наслiдок 6. Функцiя розподiлу випадкової величини ξ у випадку однакової роз-
подiленостi її 2∞-цифр (pik = pi, ∀ k ∈ N) має вигляд

Fξ(x) = βa1(x) +
∞∑
k=2

(
βak(x)

k−1∏
j=1

paj(x)

)
.

Кажуть [3, 4], що перетворення g вiдрiзка [0, 1], тобто бiєктивне вiдображен-
ня [0, 1] на [0, 1], зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, якщо для довiльної
борелiвської множини E ⊂ [0, 1] ї ї образу E ′ = g(E) розмiрностi спiвпадають, тоб-
то α0(E) = α0(E ′). Якщо ж знайдеться борелiвська множина E ⊂ [0, 1] така, що
α0(E) 6= α0(E ′), то кажуть, що перетворення g не зберiгає розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича.

Очевидно, що множина всiх перетворень вiдрiзка [0, 1] вiдносно операцiї «компо-
зицiя» (суперпозицiя) утворює групу, нейтральним елементом якої є тотожне пере-
творення, а симетричним для кожного елемента — обернене перетворення.

Неперервнi перетворення [0, 1] вичерпуються строго зростаючими функцiями роз-
подiлу на [0, 1] або функцiями виду 1− F , де F — функцiя розподiлу.

Теорема 13. Функцiя розподiлу випадкової величини ξ з незалежними однако-
во розподiленими 2∞-цифрами зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича тодi i
тiльки тодi, коли pi = 2−(i+1), i = 1, 2, 3, . . . .

Доведення. Необхiднiсть (вiд супротивного). Припустимо, що функцiя розподi-

лу зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича i при цьому iснує pi 6=
1

2i+1
. Не пору-

шуючи загальностi, вважатимемо, що

pi <
1

2i+1
. (14)

Тодi iснує pm >
1

2m+1
. Справдi, якщо б pk ≤

1

2k+1
при k 6= i, то

1− pi =
∑
i 6=k∈N

pk ≤
∑
i 6=k∈N

1

2k+1
= 1− 1

2i+1
,
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що суперечить нерiвностi (14).

Розглянемо pc, де i 6= c 6= m. Для нього pc ≤
1

2c+1
або pc ≥

1

2c+1
. Виберемо серед

чисел pi, pm, pc два, для яких виконуються нерiвностi однакового знаку. Нехай це
будуть pl i pj.

Розглянемо множину C[2∞, V ], яка мiстить лише числа, 2∞-символи яких нале-
жать множинi V = {l, j}. Вона є самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича якого спiвпадає з самоподiбною розмiрнiстю i є розв’язком рiвняння(

1

2l+1

)x
+

(
1

2j+1

)x
= 1.

Образом цiєї множини пiд дiєю перетворення Fξ є теж самоподiбний фрактал, роз-
мiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якого є розв’язком рiвняння

pxl + pxj = 1.

Але, очевидно, що цi числа не спiвпадають. �

Зауваження 7. Необхiдною умовою збереження фрактальної розмiрностi Хаус-
дорфа–Безиковича функцiєю розподiлу випадкової величини з незалежними 2∞–
цифрами є умова

pik →
1

2i+1
, коли k →∞.

8.3. Марковська залежнiсть 2∞-цифр випадкової величини. Нехай (ζn) —
послiдовнiсть дискретно розподiлених випадкових величин, якi набувають натураль-
них значень i утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями
p1, p2, . . . , pm, . . . i матрицею перехiдних ймовiрностей ‖pij‖ , тобто P{ζ1 = m} = pm >

0, m ∈ N,
∞∑
m=1

pm = 1 i

P{ζk+1 = j|ζk = i} = pij ≥ 0,
∞∑
j=1

pij = 1 ∀i ∈ N.

Розглядається випадкова величина ζ = ∆2∞

ζ1ζ2...ζk...
.

Зауваження 8. Якщо всi рядки матрицi ‖pij‖ однаковi i спiвпадають з ймо-
вiрнiсним вектором (p1, p2, . . . , pk, . . .), то ми матимемо випадок незалежностi та
однакової розподiленостi випадкових величин ζk, про який йшлося вище. Якщо при
цьому ще й pk = 2−k, то розподiл ζ буде рiвномiрним на [0, 1].

В силу однозначностi 2∞-зображення кожного числа x ∈ (0, 1] очевидним є на-
ступне твердження.
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Лема 8. Для довiльної послiдовностi натуральних чисел (an) мають мiсце на-
ступнi рiвностi

P{ζ ∈ ∆2∞

a1a2...an
} = pa1

n−1∏
k=1

pakak+1
, P{ζ ∈ ∆2∞

a1a2...an...
} = pa1

∞∏
k=1

pakak+1
.

Теорема 14. Розподiл випадкової величини ζ має атоми тодi i тiльки тодi,
коли iснує така послiдовнiсть натуральних чисел (ak), що

G(an) ≡ pa1

∞∏
k=1

pakak+1
> 0

i його точковим спектром є множина Dζ = {x : G(an) > 0}.

Доведення. Оскiльки кожне число пiвiнтервала (0, 1] має єдине 2∞-зображення,
то для x = ∆2∞

a1,a2,...,ak,...
має мiсце рiвнiсть:

P{ζ = x} = pa1

∞∏
k=1

pakak+1
, (15)

а отже, x є атомом тодi i тiльки тодi, коли G(an) > 0. �

Наслiдок 7. Розподiл випадкової величини ζ є неперервним тодi i тiльки тодi,
коли для довiльної послiдовностi натуральних чисел (ak)

pa1

∞∏
k=1

pakak+1
= 0.

Наслiдок 8. Якщо iснує набiр натуральних чисел i1, i2, . . . , ik такий, що

pi1i2 = pi2i3 = . . . = piki1 = 1,

то точка x = ∆2∞

(i1i2...ik) є атомом розподiлу ζ з масою pi1.

Наслiдок 9. Якщо елементи матрицi перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ вiдокрем-
ленi вiд одиницi, то розподiл випадкової величини ζ є неперервним.

Наслiдок 10. Якщо

W =
∞∏
k=1

max
i
{pik} = 0,

то розподiл випадкової величини ζ є чисто неперервним, тобто ймовiрнiсна мiра
кожної одноточкової множини дорiвнює 0.

Справдi, оскiльки
∞∑
i=1

pik = 1, то кожен рядок матрицi ‖pik‖ має найбiльший еле-

мент, а отже, для будь-якого x ∈ (0, 1]

P{ζ = x} = pa1(x)

∞∏
k=1

pak(x)ak+1(x) ≤ W = 0.
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Лема 9. Взагалi кажучи, розподiл випадкової величини ζ є сумiшшю дискрет-
ного та неперервного розподiлiв.

Доведення. Наведемо приклад, коли розподiл ζ буде сумiшшю.
Нехай матриця перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ має наступну властивiсть: p11 = 1,

pik = 1
2k−1 для всiх i > 1. При цих умовах ясно, що pi1 = 0 при i > 1 розподiл матиме

єдиний атом — точку x = ∆2∞

(1) з масою p1. Разом з цим нуль-множина канторiвського
типу C[2∞, V ], де V = N \ {1}, повнiстю належить неперервному спектру. Бiльше
того,

P{ζ ∈ C[2∞, V ]} = 1− P{ζ ∈ ∆2∞

1 } − P{ζ ∈
∞⋃
i1=2

∆2∞

i11}−

−P{ζ ∈
∞⋃
i1=2

. . .

∞⋃
ik=2

∆2∞

i1...ik1} − . . . = 1− p1 − 0− 0− . . . = 1− p1 > 0.

�

Зауваження 9. Розподiл випадкової величини ζ може мати атоми, навiть ко-
ли в матрицi перехiдних ймовiрностей нулiв взагалi немає. Наприклад, якщо pik > 0

для всiх i ∈ N , k ∈ N , але

pi(i+1) = 1− 1

(i+ 1)2
,

то в цьому випадку точковий спектр розподiлу ζ буде спiвпадати з хвостовою
множиною 2∞-зображення, представником якої є точка x0 = ∆2∞

a1a2...an...
, де an = n,

n = 1, 2, . . .. Справдi,

P{ζ = x0} =
∞∏
i=1

(
1− 1

(i+ 1)2

)
=
∞∏
i=2

(
1− 1

n2

)
> 0,

оскiльки ряд
∞∑
n=2

1
n2 збiгається.

Лема 10. Спектром розподiлу випадкової величини ζ є замикання множини

E = {x : x = ∆2∞

a1a2...an...
, pi > 0 ∀i ∈ N, pakak+1

> 0 ∀k ∈ N}.

Доведення. 1. Покажемо, що E ⊂ Sζ . Нехай ∆2∞
a1a2...ak...

= x ∈ E. Тодi

P{ζ ∈ ∆2∞

a1a2...ak
} = pa1

k−1∏
i=1

paiai+1
> 0

для довiльного k ∈ N . З властивостей цилiндрiв випливає, що для довiльного додат-
ного ε iснує таке k, що

∆2∞

a1a2...ak
⊂ (x− ε, x+ ε).

Тому
P{ζ ∈ (x− ε, x+ ε)} ≥ P{ζ ∈ ∆2∞

a1a2...ak
} > 0,
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тобто x ∈ Sζ i, отже, E ⊂ Sζ .
2. Покажемо, що Sζ ⊂ E. Нехай x ∈ Sζ , тобто

P{ζ ∈ (x− ε, x+ ε)} > 0 для будь-якого ε > 0. (16)

Припустимо, що iснує k таке, що pak−1ak = 0, де ∆2∞
a1a2...ak...

= x. Тодi

P{ζ ∈ ∆2∞

a1a2...ak
} = pa1

k−1∏
i=1

paiai+1
= 0.

Можливi два випадки:
(1) iснує ε > 0 таке, що (x− ε, x+ ε) ⊂ ∆2∞

a1a2...ak
;

(2) (x− ε, x+ ε) 6⊂ ∆2∞
a1a2...ak

для довiльного ε > 0.
У першому випадку

P{ζ ∈ (x− ε, x+ ε)} ≤ P{ζ ∈ ∆2∞

a1a2...ak
} = 0,

що суперечить (16).
У другому випадку x є односторонньою граничною точкою множини Sζ . Для

конкретностi, нехай лiвосторонньою. Тодi iснує таке ε > 0, що (x− ε, x) ⊂ ∆2∞
a1a2...ak

i
P{ζ ∈ (x, x+ ε)} = 0. I в цьому випадку

P{ζ ∈ (x− ε, x+ ε)} = P{ζ ∈ (x− ε, x)} ≤ P{ζ ∈ ∆2∞

a1a2...ak
} = 0,

що суперечить умовi (16).
Отримана суперечнiсть доводить, що pak−1ak > 0 для довiльного k ∈ N , тобто

x ∈ E. Отже, Sζ = E, що й вимагалося довести. �

Теорема 15. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ має принаймнi один
нуль, то спектр розподiлу випадкової величини ζ має нульову мiру Лебега.

Доведення. Якщо pij = 0, то згiдно з лемою 10 Sζ ⊂ D[2∞, ij]. А тому, згiдно з
теоремою 6, λ(Sζ) = λ(D[2∞, ij]) = 0. �

Наслiдок 11. Якщо елементи матрицi перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ вiдо-
кремленi вiд одиницi i вона мiстить принаймнi один нуль, то розподiл випадкової
величини ζ є сингулярним розподiлом канторiвського типу.

Наслiдок 12. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ‖pik‖ мiстить нуль i
для будь-якої послiдовностi (an), an ∈ N , вираз (15) рiвний нулю, то розподiл ζ є
сингулярним розподiлом канторiвського типу.
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variables represented by the alternating Lüroth series with independant elements // Random Oper.
Stoch. Equ. – 2013. – Vol.21, no4. – Pp. 385-401.

[10] Pratsiovytyi М., Kyurchev D. Properties of the random variable defined by A2-continued fraction
with independent elements // Random operators and stochastic equations. – 2009. – Volume 17. –
Number 1. – P. 91-101.
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