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Фрактальнi властивостi лiнiйних множин однiєї

трипараметричної сiм’ї
М. В. Працьовитий, I. О. Савченко

НПУ iменi М. П. Драгоманова

Анотацiя. Дана робота присвячена дослiдженню тополого-метричних i фракталь-
них властивостей множини

CAλ =

{
x : x =

∞∑
n=1

anλ
n, an ∈ A

}
,

де λ — задане число з (0, 1), A = {0, a1, a2, ..., as−1} ⊂ R, 0 < a1 < a2 < ... < as−1,
2 ≤ s ∈ N.

Основна увага придiляється одному класу самоподiбних множин, конструкцiї
яких мiстять нескiнченнi перекриття. Ми обчислюємо мiру Лебега i розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича вiдповiдних множин.
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}
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Вступ

Нехай λ — задане дiйсне число з (0, 1), A = {0, a1, a2, ..., as−1} ⊂ R, 0 < a1 < a2 <

... < as−1, 2 ≤ s ∈ N. Розглядається множина чисел

CA
λ =

{
x : x =

∞∑
n=1

anλ
n, an ∈ A

}
.

На початку 90-х рокiв минулого столiття, розв’язуючи задачу: чи буде арифме-
тична сума двох множин канторiвського типу нуль-множиною Лебега, чи буде вона
мiстити iнтервал, математики прийшли до так званої проблеми «(0, 1, 3)» — множи-
ни CA

λ з алфавiтом A = {0, 1, 3}. У роботi [6] M. Kean, M. Smorodinsky, B. Solomyak
довели, що при λ ≤ 1

3
вона має нульову мiру Лебега, при λ ≥ 2

5
є вiдрiзком. Го-

ловним результатом було те, що iснує послiдовнiсть (λk) алгебраїчних чисел з iн-
тервалу (1

3
, 2

5
) таких, що кожна множина CA

λk
має нульову мiру Лебега i розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича меншу одиницi. У роботi [8] M. Pollicott, K. Simon довели,
що розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича цiєї множини спiвпадає з самоподiбною роз-
мiрнiстю для майже всiх λ ∈ (1

4
, 1

3
) i дорiвнює α0(CA

λ ) = − logλ 3. У цiй же роботi
доведено, що для майже всiх λ ∈ (1

3
,
√

3−1
2

) розмiрнiсть α0(CA
λ ) = 1, а у додатку ро-

боти [6] дещо модифiкованим методом отримано той же самий результат для майже
всiх λ ∈ (1

3
, 2

5
). Але висновкiв вiдносно мiри Лебега з цього зробити не можна.

У роботах [8], [9], [10] вивчалися бiльш загальнi множини, нiж в [6]. Наприклад,
у роботi [8] M. Pollicott i K. Simon обчислювали розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича
множини CA

λ з алфавiтом A = {s1, s2, ..., sl} ⊂ {0, 1, ..., (n − 1)}, де 2 ≤ l ≤ n − 1,
n ∈ N. Автори видiлили «критичний промiжок» значень параметра λ ∈ [ 1

n
, 1
l
], для

яких виникали труднощi при дослiдженнi вiдповiдних множин. Такi множини мають
нескiнченну кiлькiсть сумiжних iнтервалiв i в той же час цилiндри цих множин пере-
тинаються один з одним — OSC (умова вiдкритої множини) для них не виконується.
У роботi [9] встановлено, що для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) значень λ > 1

l

мiра Лебега множини CA
λ є додатною, в той же час iснує злiченна множина значень

λ, для яких CA
λ є нуль-множиною Лебега i має розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича

меншу одиницi.
У роботах [2], [3], [7] вивчались розподiли випадкових величин, спектрами яких

є множини виду CA
λ . Робота [1] присвячена задачi про кiлькiсть представлень чисел

з множин виду CA
λ у системах числення з надлишковим набором цифр (алфавiтом).

Ми цiкавимося тополого-метричними та фрактальнi властивостями множини CA
λ ,

в першу чергу, коли A := S = {0, s1, s2} ⊂ R. Особлива увага придiляється одному
класу самоподiбних множин, конструкцiї яких мiстять нескiнченнi перекриття.



ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ЛIНIЙНИХ МНОЖИН 229

Наше дослiдження властивостей множини CA
λ спирається на поняття цилiндрич-

ної множини (цилiндра, цилiндричного вiдрiзка).

1. Цилiндричнi множини та їх властивостi

Означення 1. Нехай c1, c2, ..., cm — фiксований набiр чисел з множини A. Цилiн-
дром рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ A) називається множина ∆′c1...cm , яка мiстить
всi суми виду

m∑
n=1

cnλ
n +

∞∑
n=m+1

xnλ
n, де xn ∈ A.

Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2...cm (ci ∈ A) називається вiдрiзок

∆c1...cm = [min ∆′c1...cm , max ∆′c1...cm ].

З означень випливають наступнi властивостi цилiндричних множин.
1) ∆′c1...cm ⊂ [0, as−1λ

1−λ ].
2) ∆′c1...cm = ∆′c1...cm0 ∪∆′c1...cma1 ∪ ... ∪∆′c1...cmas−1

.
3) min ∆c1...cm = min ∆′c1...cm =

∑m
n=1 cnλ

n,

max ∆c1...cm = max ∆′c1...cm = as−1rm +
∑m

n=1 cnλ
n, де rm =

∞∑
n=m+1

λn = λm+1

1−λ .

4) ∆c1...cmcm+1 ⊂ ∆c1...cm .
5) Дiаметр цилiндра не залежить вiд його основи, а лише вiд рангу:

|∆′c1...cm| = as−1rm =
as−1λ

m+1

1− λ
→ 0 (m→∞),

зокрема, |CA
λ | =

as−1λ
1−λ .

6) Для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈ A:
∞⋂
m=1

∆c1...cm = x ≡ ∆c1...cm... ∈ CA
λ .

7) Основне метричне спiввiдношення:
|∆′c1...cm+1

|
|∆′c1...cm |

= λ.
8) Нехай A ≡ L = {0, 1, ..., l − 1}, де l ∈ N . Тодi

∆c1...cm−1i∩∆c1...cm−1(i+1) =


[a+ (i+ 1)λm, a+ iλm + (l − 1)rm] , якщо λ > 1

l
;

∆c1...cm−1i(l−1)...(l−1)... = ∆c1...cm−1(i+1)00...0..., якщо λ = 1
l
;

∅, якщо λ < 1
l
,

де a =
m−1∑
n=1

cnλ
n, {i, i+ 1} ∈ L.

Доведення. Позначимо dm = max ∆c1...cm−1i − min ∆c1...cm−1(i+1) = λm

1−λ(lλ − 1).
Якщо λ > 1

l
, то max ∆c1...cm−1i > min ∆c1...cm−1(i+1); якщо λ < 1

l
, то max ∆c1...cm−1i <

min ∆c1...cm−1(i+1); якщо λ = 1
l
, то ∆c1...cm−1i(l−1)...(l−1)... = ∆c1...cm−1(i+1)0...0.... Знак чисел

dm вказує на один з трьох наведених вище випадкiв. �
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Представлення числа x у виглядi

x =
∞∑
m=1

amλ
m (1)

називатимемо цилiндричним. Вираз (1) символiчно будемо записувати x = ∆c1...cm...

i називатимемо цилiндричним зображенням числа (точки) x. Коректнiсть даного
означення випливає з властивостi 6.

2. Узагальнення множини пiдсум геометричного ряду

Множину CA
λ з алфавiтом A = {0, 1} називають множиною пiдсум (множиною

неповних сум) ряду
∑∞

n=1 λ
n. Розглянемо множину CL

λ , у якої A ≡ L = {0, 1, ..., l−1}.
Нагадаємо означення α-мiри Хаусдорфа i розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича

множини E ⊂ R1, якi бiльш тонко характеризують «масивнiсть» множин у випадку
їх нуль-мiрностi (у розумiннi мiри Лебега).

Означення 2. Нехай 0 < α — фiксоване дiйсне число, α-мiрною мiрою (α-мiрою)
Хаусдорфа множини E називається значення функцiї множини, визначеною рiвнiстю

Hα(E) = lim
ε→0

mε
α(E) = sup

ε>0
mε
α(E), де mε

α(E) = inf
|Ej |≤ε

{∑
j

|Ej|α
}

i точна нижня грань визначається за всеможливими не бiльш нiж злiченними по-
криттями множини E вiдрiзками Ei, дiаметри |Ei| яких не перевищують ε.

Невiд’ємне число

α0(E) = sup {α : Hα(E) = +∞} = inf {α : Hα(E) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича множини E.

Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича має властивостi :

1) Якщо E1 ⊂ E2, то α0(E1) ≤ α0(E2); 2) α0

(⋃
i

Ei

)
= sup

i
α0(Ei).

Теорема 1. Множина CL
λ є

1) нiде не щiльною самоподiбною множиною нульової мiри Лебега при λ ∈ (0, 1
l
),

розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якої обчислюється за формулою

α0(CL
λ ) = − logλ l;

2) вiдрiзком [0, (l−1)λ
1−λ ] при λ ∈ [1

l
, 1).

Доведення. 1) За властивiстю 8 цилiндричних множин, при λ ∈ (0, 1
l
) пере-

рiзи ∆c1c2...cn−1i ∩ ∆c1c2...cn−1(i+1) = ∅ для всiх n ∈ N, тому множина CL
λ ⊂ [0, (l−1)λ

1−λ ]

має нескiнченну кiлькiсть сумiжних iнтервалiв виду (max ∆c1...cn−1i, min ∆c1...cn−1(i+1)).
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Для знаходження мiри Лебега CL
λ покажемо, що сума довжин усiх сумiжних з нею

iнтервалiв дорiвнює її дiаметру:
∞∑
n=1

(ln − 1)dn =
lλ− 1

1− λ

∞∑
n=1

(ln − 1)λn =
(l − 1)λ

1− λ
= |CL

λ |.

Отже, CL
λ є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега. Оскiльки

CL
λ = ∆′0 ∪∆′1 ∪ ... ∪∆′l−1, ∆i ∩∆i+1 = ∅, CL

λ
λ∼ ∆′i,

тобто, множина є самоподiбною з коефiцiєнтом λ i є об’єднанням l цилiндрiв першого
рангу, якi мiж собою не перекриваються, то її розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича
α0 дорiвнює самоподiбнiй розмiрностi i є розв’язком рiвняння:

lλx = 1,

звiдки α0(CL
λ ) = − logλ l.

2) За властивiстю 8 цилiндричних множин при λ ∈ [1
l
, 1) перерiзи ∆c1c2...cn−1i ∩

∆c1c2...cn−1(i+1) 6= ∅ для всiх n ∈ N. А це означає, що кожне число з вiдрiзка [0, (l−1)λ
1−λ ]

можна представити у виглядi ряду (1). Отже, дана множина є вiдрiзком. �

3. Трипараметрична сiм’я множин CS
λ

Перейдемо до дослiдження множин, у яких A ≡ S = {0, s1, s2} ⊂ R. Перекриття
цилiндрiв одного рангу залежить вiд трьох параметрiв s1, s2, λ. Для кожного нату-
рального n i довiльного фiксованого набору c1c2...cm (ci ∈ A) можливим є один з
наступних випадкiв:

1) ∆c1...cn0∩∆c1...cns1 = ∅ = ∆c1...cns1∩∆c1...cns2 — вiдсутнiсть перекриттiв цилiндрiв
(OSC виконується);

2)

{
∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 6= ∅,
∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 6= ∅

— нескiнченнi перекриття цилiндрiв;

3)

{
∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 6= ∅,
∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 = ∅

або 4)

{
∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 = ∅,
∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 6= ∅.

Займемося дослiдженням геометрiї цилiндричних множин. Розглянемо рiзницi:

d1
n = min ∆c1...cn−1s1 −max ∆c1...cn−10 =

λn

1− λ
(s1 − λ(s1 + s2)),

d2
n = min ∆c1...cn−1s2 −max ∆c1...cn−1s1 =

λn

1− λ
(s2 − s1 − λ(2s2 − s1)).

Числа d1
n, d2

n є дiаметрами перерiзiв двох сусiднiх цилiндричних вiдрiзкiв або
довжинами сумiжних з множиною iнтервалiв одного рангу.

Далi ми будемо використовувати числа λ1 = s1
s1+s2

i λ2 = s2−s1
2s2−s1 , при яких межi

сусiднiх цилiндрiв довiльного рангу спiвпадають, тобто, для кожного натурального n
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виконуються рiвностi: max ∆c1...cn0 = min ∆c1...cns1 при λ1, max ∆c1...cns1 = min ∆c1...cns2

при λ2.

Лема 1. 1) λ1, λ2 ∈ (0, 1
2
);

2) s1 <
s2
2
⇔ λ1 < λ2, s1 >

s2
2
⇔ λ1 > λ2, s1 = s2

2
⇔ λ1 = λ2 = 1

3
;

3) а) d1
n > 0 при λ ∈ (0, λ1), тому ∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 = ∅;

d1
n ≤ 0 при λ ∈ [λ1, 1), тому ∆c1...cn0 ∩∆c1...cns1 6= ∅;

б) d2
n > 0 при λ ∈ (0, λ2), тому ∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 = ∅;

d2
n ≤ 0 при λ ∈ [λ2, 1), тому ∆c1...cns1 ∩∆c1...cns2 6= ∅;

4) а) якщо s1
s2
→ 0, то λ1 → 0 i λ2 → 1

2
;

якщо s2 →∞ i s1
s2
→ 1, то λ2 → 0 i λ1 → 1

2
;

б) якщо s1
s2
→ 1

2
− 0, то λ1, λ2 → 1

3
, причому λ1 ≤ 1

3
≤ λ2;

якщо s1
s2
→ 1

2
+ 0, то λ1, λ2 → 1

3
, причому λ2 ≤ 1

3
≤ λ1.

Зауваження 1. Далi обмежимось розглядом випадку 0 < s1 < s2
2

(λ1 < λ2).
Випадок s2

2
< s1 < s2 шляхом замiни: s′1 = s2 − s1, s′2 = s2 будемо зводити до

попереднього, оскiльки множини CS
λ i CS′

λ , у яких S = {0, s1, s2} i S ′ = {0, s′1, s′2},
симетричнi. Наприклад, {0, 3, 4} → {0, 1, 4}, {0, 5, 8} → {0, 3, 8} i т.д.

Теорема 2. Множина CS
λ є

1) нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега при λ ∈ (0, 1
3
);

2) вiдрiзком [0, s2λ
1−λ ] при λ ∈ [ s2−s1

2s2−s1 , 1).
При λ ∈ (0, s1

s1+s2
] її розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича обчислюється за форму-

лою
α0(CS

λ ) = − logλ 3.

Доведення. 1) Множина CS
λ мiститься в об’єднаннi не бiльше, нiж 3n цилiндрiв

рангу n дiаметра s2rn, тому її мiра Лебега

L(CS
λ ) ≤ lim

n→∞
(s2rn · 3n) =

s2λ

1− λ
lim
n→∞

(3t)n = 0 при t <
1

3
.

Нуль-мiрнiсть CS
λ можна довести по iншому. Оскiльки вона є об’єднанням

CS
λ = λCS

λ ∪ (s1 ⊕ λCS
λ ) ∪ (s2 ⊕ λCS

λ ),

то за властивiстю напiвадитивностi мiри

L(CS
λ ) ≤ 3λ · L(CS

λ )⇒ L(CS
λ ) = 0 при λ <

1

3
.

Оскiльки CS
λ є континуальною досконалою множиною нульової мiри Лебега, то

вона є i нiде не щiльною.
При λ ∈ (0, s1

s1+s2
] множина CS

λ є самоподiбною з коефiцiєнтом λ i є об’єднан-
ням трьох цилiндрiв першого рангу, якi мiж собою не перетинаються. Її розмiрнiсть
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Хаусдорфа–Безиковича α0 спiвпадає з самоподiбною розмiрнiстю i є розв’язком рiв-
няння

3λx = 1,

тобто α0(CS
λ ) = − logλ 3.

2) З п. 3 леми 1 слiдує, що при λ ∈ [ s2−s1
2s2−s1 , 1) перерiзи ∆c1c2...cn−10 ∩ ∆c1c2...cn−1s1 ,

∆c1c2...cn−1s1 ∩ ∆c1c2...cn−1s2 не є порожнiми при всiх n ∈ N. Кожне число з вiдрiзка
[0, (s2λ

1−λ ] можна подати у виглядi ряду (1). Отже, множина CS
λ є вiдрiзком.

�

4. Про один спецiальний випадок

У випадку, коли λ ∈ (λ1, λ2) = ( s1
s1+s2

, s2−s1
2s2−s1 ) множина CS

λ мiстить нескiнченну
кiлькiсть сумiжних iнтервалiв, яка може бути як i нуль-множиною, так i множиною
додатної мiри Лебега.

Зупинимося детально на одному випадку, коли перекриттям цилiндричних вiдрiз-
кiв ∆c1...cn−10 i ∆c1...cn−1s1 є цилiндричний вiдрiзок наступного n+ 1 рангу.

Лема 2. Умова

∆c1...cn−10 ∩∆c1...cn−1s1 = ∆c1...cn−10s2 = ∆c1...cn−1s10 (n = 1, 2, 3, ...) (2)

рiвносильна рiвностi
λ =

s1

s2

. (3)

Доведення. Рiвнiсть (2) рiвносильна рiвностi дiаметрiв

|∆c1...cn−10 ∩∆c1...cn−1s1| = |∆c1...cn−10s2| = s2rn+1,

яка записується у виглядi

(λ(s1 + s2)− s1)λn

1− λ
=
s2λ

n+2

1− λ
⇔ s2λ

2 − (s1 + s2)λ+ s1 = 0,

звiдки i слiдує рiвнiсть (3).
�

Лема 3. Якщо s1
s2
∈ (0, 3−

√
5

2
), то s1

s2
< s2−s1

2s2−s1 ,
s1

s1+s2
∈ (0, 5−

√
5

10
), s2−s1

2s2−s1 ∈ (3−
√

5
2
, 1

2
).

Доведення. Покажемо, що s2−s1
2s2−s1 >

s1
s2

при s1
s2
∈ (0, 3−

√
5

2
). Запишемо для цього

рiзницю

s2 − s1

2s2 − s1

− s1

s2

=
s2

(
( s1
s2

)2 − 3 s1
s2

+ 1
)

2s2 − s1

=
s2( s1

s2
− 3−

√
5

2
)( s1
s2
− 3+

√
5

2
)

2s2 − s1

.

�
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Перейдемо до дослiдження структури множини CS
λ при λ = s1

s2
. Нас цiкавить

кiлькiсть сумiжних з CS
λ iнтервалiв рангу n+1. Дана множина мiститься в об’єднаннi

цилiндричних множин рангу n двох типiв:
1) �′c1...cn−1c

:= ∆′c1...cn−10∪∆′c1...cn−1s1
— об’єднання двох цилiндрiв, перетином яких

є цилiндр наступного рангу, тобто

∆′c1...cn−10 ∩∆′c1...cn−1s1
= ∆′c1...cn−10s2

= ∆′c1...cn−1s10;

2) ∆′c1...cn−1s2
— цилiндр, геометрично подiбний всiй множинi.

Вiдрiзки виду �c1...cn−1c та ∆c1...cn−1s2 називатимемо модифiкованими цилiндрич-
ними вiдрiзками рангу n, а множину всiх таких вiдрiзкiв рангу n будемо позначати
An.

Нехай xn та yn — кiлькiсть множин виду�′c1...cn−1c
та ∆′c1...cn−1s2

, а zn — кiлькiсть су-
мiжних з множиною CS

λ iнтервалiв рангу n (iнтервалiв (max ∆′c1...cn−1s1
,min ∆′c1...cn−1s2

)

таких, що не мiстять точок даної множини). Множина �′c1...cn−1c
є об’єднанням двох

множин виду �′c1...cn−1cnc
та однiєї множини ∆′c1...cn−1cns2

:

�′c1...cn−1c
= (∆′c1...cn−100 ∪∆′c1...cn−10s1

) ∪ (∆′c1...cn−1s10 ∪∆′c1...cn−1s1s1
) ∪ (∆′c1...cn−1s1s2

),

а множина ∆′c1...cn−1s2
є об’єднанням множин �′c1...cn−1cnc

та ∆′c1...cn−1cns2
:

∆′c1...cn−1s2
= (∆′c1...cn−1s20 ∪∆′c1...cn−1s2s1

) ∪ (∆′c1...cn−1s2s2
).

Множина �′c1...cn−1c
має два сумiжнi iнтервали рангу n+ 1 виду

(max ∆′c1...cn−10s1
; min ∆′c1...cn−10s2

) та (max ∆′c1...cn−1s1s1
; min ∆′c1...cn−1s1s2

),

а множина ∆′c1...cn−1s2
має один сумiжний iнтервал (max ∆′c1...cn−1s2s1

; min ∆′c1...cn−1s2s2
)

рангу n+ 1. Тому мають мiсце наступнi рiвностi:

xn = 2xn−1 + yn−1 = zn, (4)

yn = xn−1 + yn−1. (5)

Результати занесемо у таблицю.
Ранг xn yn zn

0 0 1 0
1 1 = u2 1 = u1 1
2 2u2 + u1 = u3 + u2 = u4 = 3 u1 + u2 = u3 = 2 3
3 2u4 + u3 = u6 = 8 u3 + u4 = u5 = 5 8
... ... ... ...
n 2xn−1 + yn−1 = u2n xn−1 + yn−1 = u2n−1 2xn−1 + yn−1 = u2n
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Послiдовнiсть (un) є класичною послiдовнiстю Фiбоначчi, а кiлькiсть сумiжних
iнтервалiв рангу n дорiвнює u2n. За формулою Бiне маємо:

u2n =
1√
5

(
ϕ2n − ψ2n

)
, (6)

де ϕ = 1+
√

5
2

, ψ = 1−
√

5
2

.

Теорема 3. Якщо λ = s1
s2
∈ (0, 3−

√
5

2
), то множина CS

λ є нiде не щiльною
множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якої дорiвнює
α0(CS

λ ) = log s2
s1

3+
√

5
2

.

Доведення. Для доведення нуль-мiрностi та нiде не щiльностi CS
λ покажемо,

що мiра доповнення µ(CS
λ ) дорiвнює дiаметру множини:

∞∑
n=1

d2
nu2n = |CS

λ |, (7)

де
∞∑
n=1

d2
nu2n — сума довжин усiх сумiжних iнтервалiв рангу n (n = 1, 2, 3, ...) виду

(max ∆′c1...cn−1s1
,min ∆′c1...cn−1s2

).
Знайдемо суму збiжного при λ ∈ (0, 3−

√
5

2
) ряду:

∞∑
n=1

λnu2n =
1√
5

(
∞∑
n=1

(ϕ2λ)n −
∞∑
n=1

(ψ2λ)n

)
=

λ√
5

(
ϕ2

1− λϕ2
− ψ2

1− λψ2
) =

λ

λ2 − 3λ+ 1
.

Таким чином,
∞∑
n=1

d2
nu2n =

s2 − s1 − λ(2s2 − s1)

1− λ
· λ

λ2 − 3λ+ 1
.

Знаючи, що |CS
λ | = s2λ

1−λ , пiдстановкою значення λ = s1
s2

доводимо рiвнiсть (7),
тобто

∞∑
n=1

d2
nu2n = |CS

λ | =
s1s2

s2 − s1

.

Обчислимо розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини CS
λ . Оскiльки дана мно-

жина належить об’єднанню цилiндричних вiдрiзкiв �c1...cn−1c та ∆c1...cn−1s2 рангу
n = 1, 2, 3, ..., то розглянемо її покриття такими вiдрiзками (вiдрiзки одного ран-
гу мiж собою не перетинаються). Їх дiаметри дорiвнюють

|�c1...cn−1c| = |∆c1...cn−10 ∪∆c1...cn−11| = 2rn + d1
n =

λn

1− λ
(s1 + λ(s2 − s1)),

|∆c1...cn−1s2| = s2rn =
s2λ

n+1

1− λ
.
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З формул (4), (5), (6) та результатiв таблицi випливають наступнi формули, якi
виражають кiлькiсть вiдрiзкiв �c1...cn−1c та ∆c1...cn−1s2 рангу n:

xn = u2n =
1√
5

(
(
3 +
√

5

2
)n − (

3−
√

5

2
)n

)
, (8)

yn = u2n−1 =
1

2
√

5

(
(
√

5− 1)(
3 +
√

5

2
)n − (

√
5 + 1)(

3−
√

5

2
)n

)
. (9)

Таким чином,

mα
|�n|,|∆n|(C

S
λ ) ≤ xn · |�c1...cn−1c|α + yn · |∆c1...cn−1s2 |α =

=

(√
5− 1

2
√

5
(ϕ2)n +

√
5 + 1

2
√

5
(ψ2)n

)
(
s2λ

1− λ
)αλαn+

+
1√
5

(
(ϕ2)n + (ψ2)n

)
(
s1 + λ(s2 − s1)

1− λ
)αλαn =

= (λαϕ2)n

(√
5− 1

2
√

5
(
s2λ

1− λ
)α +

1√
5

(
s1 + λ(s2 − s1)

1− λ
)α

)
+

+(λαψ2)n

(√
5 + 1

2
√

5
(
s2λ

1− λ
)α − 1√

5
(
s1 + λ(s2 − s1)

1− λ
)α

)
=

= C1(λαϕ2)n + C2(λαψ2)n = C1

(
1 +

C2

C1

(
ψ

ϕ

)2n
)
· (λαϕ2)n, ∀n ∈ N,

де C1 =
(√

5−1
2
√

5
( s2λ

1−λ)α + 1√
5
( s1+λ(s2−s1)

1−λ )α
)
, C2 =

(√
5+1

2
√

5
( s2λ

1−λ)α − 1√
5
( s1+λ(s2−s1)

1−λ )α
)
.

Отже, маємо

Hα(CS
λ ) ≤ lim

n→∞
C1

(
1 +

C2

C1

(
ψ

ϕ

)2n
)

(λαϕ2)n = C1 lim
n→∞

(λαϕ2)n.

Якщо λαϕ2 < 1, що рiвносильно α > − logλ ϕ
2 := α0, то Hα(CS

λ ) = 0. Оскiльки
Hα(CS

λ ) = 0 для всiх α > α0, то

α0(CS
λ ) ≤ α0 = − logλ ϕ

2 = log s2
s1

3 +
√

5

2
.

i Hα(CS
λ ) ≤ C1 при α = α0.

Доведемо тепер, що Hα(CS
λ ) ≥ C = const > 0 при α = α0. Для цього покажемо,

що для довiльного скiнченного ε-покриття {Ei} множини CS
λ вiдрiзками Ei = [ai, bi]

має мiсце нерiвнiсть

0 < C ≤
k∑
i=1

|Ei|α0 .

Ми розглядаємо лише скiнченнi покриття, оскiльки множина CS
λ є компактною. Для

довiльного Ei iснує модифiкований цилiндричний вiдрiзок �c1...cni−1c (або ∆c1...cni−1s2)
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рангу ni такий, що �c1...cni−1c ⊂ Ei (або ∆c1...cni−1s2 ⊂ Ei) i жоден з вiдрiзкiв �c1...cni−2c

(або ∆c1...cni−2s2) не мiститься повнiстю в Ei (для кожного Ei знайдеться цилiндричний
вiдрiзок найменшого рангу ni, який мiститься в Ei, а iншi вiдрiзки рангу ni − 1 не
мiстяться повнiстю в Ei).

Для кожної множини Ei з даного покриття iснує ni такий, що:

min{|�c1...cni−1c|, |∆c1...cni−1s2 |} =
s2λ

n+1

1− λ
≤ |Ei| ≤ |�c1...cni−2c|.

Пiднесемо до степеня α0 = logλ ϕ
−2 i запишемо систему нерiвностей для кожного

Ei (i = 1, 2, ..., k): 
( s2λ

1−λ)logλ ϕ
−2 · (ϕ2)−n1 ≤ |E1|α0 ,

( s2λ
1−λ)logλ ϕ

−2 · (ϕ2)−n2 ≤ |E2|α0 ,

...

( s2λ
1−λ)logλ ϕ

−2 · (ϕ2)−nk ≤ |Ek|α0 .

Пiдсумувавши по k, отримаємо(
s2λ

1− λ

)logλ ϕ
−2

·
(
(ϕ2)−n1 + (ϕ2)−n2 + ...+ (ϕ2)−nk

)
≤

k∑
i=1

|Ei|α0 . (10)

З будови множини CS
λ слiдує, що Ei мiститься в об’єднаннi не бiльше, як п’я-

ти модифiкованих цилiндричних вiдрiзкiв рангу ni, а точнiше, в трьох вiдрiзках
�c1...cni−1c та двох вiдрiзках ∆c1...cni−1s2 , якi належать Ani .

Врахувавши результати таблицi та формули (4), (5), (8), (9), встановлюємо, що Ei
мiститься в об’єднаннi не бiльше, нiж Rni(j) модифiкованих цилiндричних вiдрiзкiв
рангу j = ni +m (m = 0, 1, 2, ...):

Rni(j) =
1√
5

(ϕ(ϕ2)m+2 − ψ(ψ)m+2) =
1√
5

(ϕ(ϕ2)j−ni+2 − ψ(ψ)j−ni+2). (11)

Використовуючи формули (8) i (9), запишемо кiлькiсть всiх вiдрiзкiв �c1...cj−1c та
∆c1...cj−1s2 довiльного рангу j:

xj + yj =

(
1 +
√

5

2
√

5

)
· (ϕ2)j −

(
3 +
√

5

2
√

5

)
· (ψ2)j.

Ця сума не перевищує суми всiх Rni(j) (i = 1, 2, ..., k), оскiльки кожен вiдрiзок
Ei покриття {Ei} має спiльнi точки принаймнi з одним вiдрiзком покриття Aj. Тому
має мiсце нерiвнiсть: (

1 +
√

5

2
√

5

)
· (ϕ2)j −

(
3 +
√

5

2
√

5

)
· (ψ2)j ≤

≤ 1√
5

(ϕ(ϕ2)j−n1+2 − ψ(ψ)j−n1+2) + ...+
1√
5

(ϕ(ϕ2)j−nk+2 − ψ(ψ)j−nk+2),
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яка рiвносильна

ϕ−
(

(
ψ

ϕ
)2

)j
· ϕ2 + ψ

(
(
ψ

ϕ
)2

)j (
(ψ)−n1+2 + ...+ (ψ)−nk+2

)
≤

≤ ϕ(ϕ2)−n1+2 + ϕ(ϕ2)−n2+2 + ...+ ϕ(ϕ2)−nk+2 = ϕ5 ·
(
(ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk

)
,

звiдки

1

ϕ4
−

(
1−
√

5

1 +
√

5

)j

·

 1

ϕ2
−

(
1−
√

5

1 +
√

5

)5

·
(
(ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk

) ≤
≤ (ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk .

Перейшовши до границi при j →∞, отримаємо
1

ϕ4
≤ (ϕ2)−n1 + (ϕ2)−n2 + ...+ (ϕ2)−nk .

Використовуючи останню нерiвнiсть, ми можемо оцiнити лiву частину нерiвностi
(10):

0 <
1

ϕ4

(
s1s2

s2 − s1

)log s2
s1

ϕ2

≤
(

s1s2

s2 − s1

)log s2
s1

ϕ2

· (ϕ2)−n1 + ...+ (ϕ2)−nk ≤

≤
k∑
i=1

|Ei|α0 ≤ Hα0(CS
λ ).

Отже,

0 <
1

ϕ4

(
s1s2

s2 − s1

)log s2
s1

ϕ2

≤ Hα0(CS
λ ) ≤

≤

√5− 1

2
√

5
(
s1s2

s2 − s1

)
log s2

s1

3+
√

5
2

+
1√
5

(
(2s2 − s1)s1

s2 − s1

)log s2
s1

3+
√
5

2

 .

Тому α0(CS
λ ) = log s2

s1

3+
√

5
2

.
�

Прикладами множин CS
λ , якi задовольняють умови теореми, є множини з наступ-

ними алфавiтами: {0, 1, 3}, {0, 3, 8}, {0, 4, 11}, {0,
√

2,
√

17}.
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